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ВВЕДЕНИЕВВЕДЕНИЕВВЕДЕНИЕВВЕДЕНИЕВВЕДЕНИЕ

Дифференциальные уравнения находят широкое при�
менение в инженерно�технических и экономических ис�
следованиях, а также при решении задач физики, химии
и биологии. Изучение физического или технического про�
цесса заключается в выявлении закономерностей и полу�
чении аналитического выражения функциональной зави�
симости между переменными величинами данного процес�
са. В моделях экономической динамики отражается не
только зависимость переменных от времени, но и их внут�
ренние взаимосвязи. Очень часто решение таких задач сво�
дится к решению уравнений, содержащих искомую функ�
цию и ее производную.

Учебное пособие посвящено:
1) обыкновенным дифференциальным уравнениям:

дифференциальные уравнения первого порядка (уравнения
с разделяющимися переменными, однородные дифферен�
циальные уравнения, линейные уравнения, уравнения
Я. Бернулли); дифференциальные уравнения, допускаю�
щие понижение порядка; линейные дифференциальные
уравнения второго и высших порядков;

2) системам обыкновенных дифференциальных урав�
нений (интегрирование систем обыкновенных дифференци�
альных уравнений, однородные системы линейных диффе�
ренциальных уравнений первого порядка с постоянными
коэффициентами, метод характеристических уравнений,
неоднородные системы линейных дифференциальных
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уравнений первого порядка с постоянными коэффициен�
тами);

3) теории устойчивости (понятие об устойчивости по
Ляпунову, устойчивость линейных однородных систем
обыкновенных ДУ первого порядка, устойчивость линей�
ных неоднородных систем обыкновенных ДУ первого по�
рядка, устойчивость линейных однородных обыкновенных
ДУ первого порядка с постоянными коэффициентами).

Материал пункта 7 «Системы обыкновенных дифферен�
циальных уравнений» требует от читателя владения та�
кими понятиями линейной алгебры, как собственные зна�
чения и собственные векторы.

Учебное пособие содержит теоретическую часть, при�
меры выполнения задач типового расчета и варианты ти�
пового расчета.

Авторы выражают благодарность доценту О. А. Заб�
лоцкой за ценные советы по содержанию данного учебно�
го пособия, а также доцентам Р. А. Радченко и Т. А. Фи�
лимоновой, старшему преподавателю Л. А. Оранской, пре�
доставившим часть задач для типовых расчетов.
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ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

Дифференциальные уравнения — это уравнения, в ко�
торые неизвестная функция входит под знаком произ�
водной.

Функция, которая при подстановке в уравнение обра�
щает его в тождество, называется решением (или интегра�
лом) дифференциального уравнения.

Пример 1. Решением y� = 2x является y = x2.
В общем случае, решением уравнения y� = f (x) являет�

ся функция y = F(x) — первообразная для f (x).
Если искомая функция зависит от одной переменной,

то дифференциальное уравнение называется обыкновен�
ным, а если она зависит от нескольких аргументов —
дифференциальным уравнением в частных производ�
ных. Будем рассматривать только обыкновенные диффе�
ренциальные уравнения.

Порядком дифференциального уравнения называется
наивысший порядок производной искомой функции, вхо�
дящей в это уравнение.

Пример 2. y� = y2 + x2 — обыкновенное дифференци�
альное уравнение первого порядка, y� = x3 + y�5 — обык�
новенное дифференциальное уравнение второго порядка,

� �� � �x zz y x y — дифференциальное уравнение в частных
производных первого порядка.

Процесс отыскания решения дифференциального урав�
нения называется его интегрированием. График решения
дифференциального уравнения называется интегральной
кривой.
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯАВНЕНИЯАВНЕНИЯАВНЕНИЯАВНЕНИЯ
ПЕРВОГПЕРВОГПЕРВОГПЕРВОГПЕРВОГО ПОРЯДКАО ПОРЯДКАО ПОРЯДКАО ПОРЯДКАО ПОРЯДКА

Определение 1. Уравнение вида

F(x, y, y�) = 0, (1)

где x — независимая переменная; y = y(x) — искомая функ�
ция; у� — ее производная, называется дифференциальным
уравнением первого порядка.

Если уравнение (1) можно разрешить относительно y�,
то оно принимает вид

y� = f (x; y) (2)

и называется уравнением первого порядка, разрешенным
относительно производной.

Дифференциальное уравнение первого порядка, раз�
решенное относительно производной, можно записать в
дифференциальной форме:

P(x; y)dx + Q(x; y)dy = 0, (3)

где P(x; y) и Q(x; y) — известные функции.
В уравнении (3) переменные х и у равноправны, т. е.

любую из них можно рассматривать как функцию другой.
При этом от одного из видов записи (2) и (3) можно перей�
ти к другому.

Интегрирование дифференциального уравнения при�
водит к бесконечному множеству решений, отличающих�
ся друг от друга постоянными.

Пример 3. Решением уравнения y�= 3x2 являются функ�
ции y = x3, y = x3 + 2, � �3 7,y x  в общем виде y = x3 + C,
C = const.

Решение дифференциального уравнения приобретет
конкретный смысл, если его подчинить некоторым допол�
нительным условиям.



2. Дифференциальные уравнения первого порядка 99999

Условие, что при x = x0 функция у должна быть равна
заданному числу y0, называется начальным условием:

y(x0) = y0. (4)

Определение 2. Общим решением дифференциального
уравнения первого порядка называется функция y = �(x; C),
содержащая одну произвольную постоянную C и удовлет�
воряющую условиям: 1) функция �(x; C) является реше�
нием дифференциального уравнения при каждом фикси�
рованном значении C; 2) каково бы ни было начальное ус�
ловие (4), можно найти такое значение постоянной C = C0,
что функция y = �(x; C0) удовлетворяет данному началь�
ному условию. Частным решением дифференциального
уравнения первого порядка называется любая функция
y = �(x; C0), полученная из общего решения y = �(x; C) при
конкретном значении постоянной C = C0.

Геометрически каждому частному решению дифферен�
циального уравнения соответствует интегральная кривая
этого уравнения, а общему решению y = �(x; C) — семей�
ство интегральных кривых на плоскости xOy.

Задача отыскания частного решения дифференци�
ального уравнения первого порядка, удовлетворяюще�
го заданному начальному условию, называется задачей
Коши.

Теорема 1 (теорема существования и единственности
решения задачи Коши). Если в уравнении y� = f (x; y) функ�
ция f (x; y) и ее частная производная �( ; )yf x y  непрерывны
в некоторой области D, содержащей точку (x0; y0), то су�
ществует единственное решение y = �(x) этого уравнения,
удовлетворяющее начальному условию y(x0) = y0 из обла�
сти определения D.

Пример 4. Найти частное решение y� = 3x2, y = y0 при
x = x0.

Р е ш е н и е.
yобщ = x3 + C — общее решение, где C — const, тогда
� �3

0 0 .y x C  Отсюда � � 3
0 0C y x  и � � �3 3

частн 0 0 .y x y x  Таким
образом, из семейства кубических парабол выбрана одна,
проходящая через данную точку (x0; y0).
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3.1.3.1.3.1.3.1.3.1.
У РУ РУ РУ РУ РАВНЕНИЯ С РАВНЕНИЯ С РАВНЕНИЯ С РАВНЕНИЯ С РАВНЕНИЯ С РАААААЗДЕЛЯЮЩИМИСЯЗДЕЛЯЮЩИМИСЯЗДЕЛЯЮЩИМИСЯЗДЕЛЯЮЩИМИСЯЗДЕЛЯЮЩИМИСЯ

ПЕРЕМЕННЫМИПЕРЕМЕННЫМИПЕРЕМЕННЫМИПЕРЕМЕННЫМИПЕРЕМЕННЫМИ

Запишем уравнение y� = f (x; y) в виде

� ( , ).
dy

f x y
dx

(5)

Если правая часть уравнения (5) может быть представ�
лена в виде произведения двух сомножителей, один из
которых не содержит переменную x, а другой — перемен�
ную у, т. е. f (x, y) = f1(x) � f2(y), то уравнение (5) примет вид

� �1 2( ) ( ).
dy

f x f y
dx

(6)

Уравнение (6) называется уравнением с разделяющи
мися переменными.

Обе части уравнения (6) умножим на dx и разделим на
f2(y), предполагая, что f2(y) � 0. В результате получим урав�
нение с разделенными переменными:

� 1
2

( ) .
( )

dy
f x dx

f y (7)

Интегрируя равенство (7), получим

� �� � 1
2

( ) .
( )

dy
f x dx C

f y (8)

Случай f2(y) = 0 рассматривается отдельно.
Соотношение (8) есть общий интеграл уравнения (5).
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Пример 5. Решить уравнение � � 1 .
2

y y
x

Р е ш е н и е. Данное уравнение является уравнением с
разделяющимися переменными. Представим производ�
ную в виде отношения дифференциалов и умножим обе
части равенства на dx:

� 1 .
2

dy ydx
x

Теперь разделим обе части уравнения на множитель y,
если y � 0:

� 1 .
2

dy
dx

y x
Обратите внимание на то, что в последнем уравнении

множитель перед dx — функция только одной перемен�
ной x, а множитель перед dy — функция только одной пе�
ременной y.

Интегрируя обе части последнего равенства, получим

�� � �� � 1 , ln | | общий интеграл.
2

dy
dx y x C

y x

Если y = 0, то y� = 0. Следовательно, функция y = 0 так�
же является решением данного уравнения.

Уравнение (5) можно представить также в дифферен�
циальной форме:

M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0. (9)

Предположим, что функции M(x, y) и N(x, y) можно
представить произведениями M(x, y) = M1(x)M2(y), N(x, y) =
= N1(x)N2(y), в которых сомножители зависят только от
одной переменной. Тогда уравнение (9) перепишется в виде

M1(x)M2(y)dx + N1(x)N2(y)dy = 0, (10)

откуда, деля почленно на произведение M2(y)N1(x) (пред�
полагаем, что оно не равно нулю), имеем

� �1 2

1 2

( ) ( )
0.

( ) ( )
M x M y

dx dy
N x N y (11)
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Заметим, что в уравнении (11) множитель перед dx —
функция только одной переменной x, а множитель перед
dy — функция только одной переменной y.

Уравнение (11) является уравнением с разделенными
переменными, а уравнение (10) — уравнением с разде�
ляющимися переменными. Итак, уравнение с разделяю�
щимися переменными (10) сводится к уравнению с раз�
деленными переменными путем деления обеих частей
уравнения (10) на произведение M2(y)N1(x). Эта операция
называется «разделением» переменных.

Соотношение  F(x, y) = C,  где  � �� 1

1

( )
( , )

( )
M x

F x y dx
N x

� � 2

2

( )
,

( )
N y

dy
M y

есть общий интеграл уравнения (11).

Отметим, что деление (10) на произведение M2(y)N1(x)
может привести к потере частных решений, обращающих
в ноль это произведение. Поэтому после решения (11) сле�
дует отдельно рассмотреть уравнение M2(y)N1(x) = 0 и ус�
тановить те решения, которые не могут быть получены из
общего решения.

Решение дифференциального уравнения, которое не
может быть получено из общего решения ни при одном
численном значении произвольной постоянной C, вклю�
чая ��, называется его особым решением.

Если общее решение дифференциального уравнения
найдено в неявном виде, т. е. в виде уравнения �(x; y; C) = 0,
то такое решение называется общим интегралом диффе�
ренциального уравнения. Уравнение �(x; y; C) = 0 в этом
случае называется частным интегралом.

3.2.3.2.3.2.3.2.3.2.
ОДНОРООДНОРООДНОРООДНОРООДНОРОДНЫЕДНЫЕДНЫЕДНЫЕДНЫЕ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯАВНЕНИЯАВНЕНИЯАВНЕНИЯАВНЕНИЯ

Однородной функцией n�го измерения называют фун�
кцию f (x; y) если при любом � справедливо равенство:
f (�x; �y) = �nf (x; y).

Пример 6. Найти измерения однородных функций:
1) � �3 33( , ) ;f x y x y
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2)
��

2 2

( , ) .
x y

f x y
xy

Р е ш е н и е.

1) 3 3 3 3 3 3 33 3 3( , ) ( ) ( ) ( )

( , ),

f x y x y x y x y

f x y

� � � � � � � � � � � � �
� �

т. е. функция f (x, y) является однородной функцией пер�
вого измерения;

2)
2 2 2 2 2 2 2

2

0

( ) ( ) ( )
( , )

( )( ) ( )

( , ) ( , ).

x y x y x y
f x y

x y xyxy

f x y f x y

� � � � � �� � � � � �
� � �

� � �

Следовательно, функция f (x, y) является однородной
функцией нулевого измерения.

Определение  3.  Однородным  дифференциальным
уравнением первого порядка называют уравнение вида

� ( ; ),
dy

f x y
dx

 если правая часть удовлетворяет условию:

f (�x; �y) = f (x; y) для любого значения �, т. е. является
однородной функцией нулевого измерения.

Однородное уравнение первого порядка приводят к урав�
нению с разделяющимися переменными с помощью заме�

ны � ( ),
y

u x
x

 тогда y = u �x, � � � ,
dy du x u
dx dx

 f (x; y) = f (1; u) и

заданное уравнение примет форму уравнения с разделяю�
щимися переменными:

� � � (1; ).du x u f u
dx

(12)

Разделяем переменные и интегрируем:

� � �(1; ) ;du x f u u
dx

�
�� � ;

(1; )
du dx

f u u x

u = u(x; c).

Получаем общее решение заданного уравнения:

y = x �u = x �u(x; c). (13)
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3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.
ЛИНЕЙНЫЕ УРЛИНЕЙНЫЕ УРЛИНЕЙНЫЕ УРЛИНЕЙНЫЕ УРЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ.АВНЕНИЯ.АВНЕНИЯ.АВНЕНИЯ.АВНЕНИЯ.
У РУ РУ РУ РУ РАВНЕНИЯ Я. БЕРНУАВНЕНИЯ Я. БЕРНУАВНЕНИЯ Я. БЕРНУАВНЕНИЯ Я. БЕРНУАВНЕНИЯ Я. БЕРНУЛЛИЛЛИЛЛИЛЛИЛЛИ

Определение 4. Линейным уравнением первого поряд�
ка называют уравнение

� �( ) ( ),
dy

P x y Q x
dx

(14)

где P(x) и Q(x) — непрерывные функции (могут быть и
постоянные величины).

Чтобы обеспечить разделение переменных, заданное
уравнение «расщепляют» на два уравнения, используя
замену одной функции y(x) двумя функциями u(x) и v(x):

y = u � v. (15)

Произведем замену:

� � �� � � � � � � �( ) .
dy du dvu v u v uv v u
dx dx dx

Тогда

� � � � � �( ) ( );du dvv u P x u v Q x
dx dx

� �� � � � �( ) ( ).du dvv u P x v Q x
dx dx

Положим � � �( ) 0.dv P x v
dx

 Тогда вместо одного задан�

ного уравнения получается система двух уравнений

� � � ��
�
� � �
	

( ) 0;

( ),

dv P x v
dx
du v Q x
dx

из которых для первого уравнения разделением перемен�
ных находим какое�либо частное решение v(x):

� � �( ) ;dv P x v
dx



3. Методы интегрирования дифференциальных уравнений первого порядка 1 51 51 51 51 5

� �� � ( ) ;dv P x dx
v

v = v(x).

Подставляем v = v(x) во второе уравнение системы,
разделяем переменные, интегрируем и находим общее ре�
шение u(x; C):

� �( ) ( );
dy

v x Q x
dx

�� �
( )

;
( )

Q x
du

v x
u = u(x; C).

Окончательно получаем общее решение заданного
уравнения

y = u �v = u(x; C) �v(x). (16)

Отметим, что так как искомая функция y представлена
в виде произведения двух других неизвестных функций, то
одну из них можно выбрать произвольно. Мы выбрали v.

А можно было выбрать u: � �� � � �( ) ( ).du dvv P x u u Q x
dx dx

 Да�

лее аналогично переходим к системе двух уравнений и ре�
шаем сначала первое, затем второе уравнения.

Некоторые дифференциальные уравнения первого по�
рядка, не являясь линейными, могут быть приведены к
линейным после предварительных преобразований. На�
пример, уравнение Бернулли.

Определение 5. Уравнением Бернулли первого поряд�
ка называют уравнение вида

� �( ) ( ) ,ndy
P x y Q x y

dx
(17)

где P(x) и Q(x) — непрерывные функции (могут быть и
постоянные величины).

При n = 0 получается линейное уравнение, рассмотрен�
ное выше. При n = 1 получается уравнение с разделяющи�
мися переменными.
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Если n — число, отличное от нуля и единицы, то при
помощи подстановки z = y1 – n уравнение (17) приводится
к линейному уравнению относительно новой переменной z.

Отметим, что при решении линейных уравнений и
уравнений Бернулли более общим является метод вариа�
ции произвольной постоянной (метод Лагранжа) (см. [14,
п. 48.4]).

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РОЯТЕЛЬНОЙ РОЯТЕЛЬНОЙ РОЯТЕЛЬНОЙ РОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫАБОТЫАБОТЫАБОТЫАБОТЫ

ПРИМЕРЫ ВЫПОЛНЕНИЯ
ЗАДАНИЙ ТИПОВОГО РАСЧЕТА

Пример 7. Решить уравнение (x + 1)3dy – (y – 2)2dx = 0.
Р е ш е н и е. Приведем уравнение к виду (11). Разде�

лим переменные в данном уравнении, деля обе его части
на (x + 1)3(y – 2)2:

(x + 1)3dy = (y – 2)2dx;

�
� �2 3

.
( 2) ( 1)

dy dx
y x

Почленно интегрируя, получим искомый общий ин�
теграл:

�
� �� �2 3

;
( 2) ( 1)

dy dx
y x

� � � �
� � 2

1 1 ;
2 2( 1)

C
y x

� � �
� � 2

1 1 .
2 2( 1)

C
y x

Теперь выясним вопрос об особых решениях. Для это�
го следует рассмотреть уравнение (x + 1)3(y – 2)2 = 0. Тог�
да корни этого уравнения x = –1 и y = 2 являются особы�
ми решениями, так как они удовлетворяют заданному
уравнению, но не могут быть получены из общего интег�
рала ни при одном частном значении C.
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Пример 8. Найти частное решение дифференциально�
го уравнения с разделяющимися переменными, удовлет�
воряющее данному начальному условию y/y�= ln y, y(2) = 1.

Р е ш е н и е. Перепишем уравнение в следующем виде:

� ln ;
ydx

y
dy

� ln
;

y
dx dy

y

�� �
ln

;
y

dx dy
y

�� �ln (ln ).dx y d y

Таким образом, получаем общий интеграл:

� �21 ln .
2

x y C

Найдем частный интеграл. Учитывая начальное усло�
вие y(2) = 1, имеем:

� �212 ln 1 ;
2

C

C = 2.

Тогда, подставляя C = 2 в общий интеграл, получим
частный интеграл:

� � � �2 21 ln 2 или 2( 2) ln .
2

x y x y

Пример 9. Найти общее решение дифференциального
уравнения:

xyy� = y2 + 2x2.

Р е ш е н и е. Преобразуем заданное уравнение в явную
форму:

�� � �
2 22

2 ,
dy y x y x
dx xy x y
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откуда видно, что справа находится однородная функция
нулевого измерения, следовательно, данное уравнение
является однородным первого порядка. Сделаем замену
y = x �u, тогда

� � � � � � 2, 2 ;
dy ydu xx u u
dx dx x y u

� � � 2;dux u u
dx u

� 2.dux
dx u

Получили уравнение с разделяющимися переменны�
ми. Разделяем переменные и интегрируем:

�� �2 ;dxudu
x

� � � � � �
2

2 ln | | 2 ln | | 2 ln | |;
2

u x C Cx

u2 = 4 ln|Cx|;

�2 ln | |.u Cx

Окончательно получим общее решение заданного урав�
нения:

� � � �2 ln | |.y x u x Cx

Пример 10. Найти решение задачи Коши: xdy – ydx =
= ydy, y(–1) = 1.

Р е ш е н и е. Решить задачу Коши — это значит найти
решение дифференциального уравнения, удовлетворяю�
щее заданному начальному условию. Другими словами,
найти частное решение дифференциального уравнения.

Преобразуем заданное уравнение в явную форму:

xdy – ydy = ydx;
(x – y)dy = ydx;

�
�

.
dy y
dx x y
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Получили справа однородную функцию нулевого из�
мерения. Сделаем замену:

� � � � �, ;
dy duy x u x u
dx dx

� � �
�

;du xux u
dx x xu

� � �
�

;
1

du ux u
dx u

� � �
�

;
1

du ux u
dx u

� �
�

2
;

1
du ux
dx u

� �
2

1 ;u dxdu
xu

� �� �2

1 ;u dxdu
xu

� � � �1 ln | | ln | | ;u x C
u

� �1 ln | | .ux C
u

Делаем обратную замену � y
u

x
 и получаем общее ре�

шение:

� �ln | | ;x y C
y

x = y(C – ln|y|).

Используем начальное условие y(–1) = 1:

–1 = 1(C – ln|1|),
C = –1.

Тогда частное решение имеет вид

x = y(–1 – ln|y|).
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Пример 11. Решить уравнение y� + 3y = e2x.
Р е ш е н и е. Данное дифференциальное уравнение яв�

ляется линейным. Перепишем его, учитывая, что � � :
dy

y
dx

� � 23 .xdy
y e

dx

Произведем замену:

� � � � � �, ;
dy du dvy u v v u
dx dx dx

� � � � � � 23 ;xdu dvv u u v e
dx dx

� �� � � � 23 .xdv duu v v e
dx dx

Положим � �3 0dv v
dx

 и получим вместо одного уравне�

ния систему двух уравнений:

� � ��
�
� � �
	

2

3 0;

.x

dv v
dx
du v e
dx

Находим частное решение первого уравнения:

� �3 0;dv v
dx

� �3 ;dv v
dx

dv = –3vdx;

� �3 ;dv dx
v

� �� �3 ;dv dx
v

ln|v| = –3x;

v = e–3x.

Подставляем v = e–3x во второе уравнение системы

� � 2xdu v e
dx

 и решаем его:



3. Методы интегрирования дифференциальных уравнений первого порядка 2 12 12 12 12 1

�� �3 2 ;x xdu e e
dx

� 5 ;xdu e
dx

du = e5xdx;

�� � 5 ;xdu e dx

51 .
5

xu e C� �

Таким образом, общее решение заданного уравнения
имеет вид

� � �� � � �5 31 .
5

x xy u v e C e

Пример 12. Найти частное решение линейного диффе�
ренциального уравнения, удовлетворяющее заданному
начальному условию:

� �� � � � � �1(3 1 ln ) 0, 1.
3

ydx x y dy y

Р е ш е н и е. Преобразуем уравнение, чтобы убедиться
в том, что оно линейное:

� � � �(3 1 ln ) 0;dxy x y
dy

�� � 1 ln13 .
ydx x

dy y y

Последнее уравнение является линейным, если рас�
сматривать x как функцию от y. Введем замену:

� � � � � �, ;dx du dvx u v v u
dy dy dy

�� � � � � 1 ln13 ;
ydu dvv u uv

dy dy y y

�� �� � � �� 	

 �

1 ln13 .
ydv duu v v

dy y dy y
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Переходим к системе уравнений:

� � ���
� �� � �
�	

13 0;

1 ln
.

dv v
dy y

yduv
dy y

Решаем первое уравнение:

� �13 0;dv v
dy y

� 13 ;dv v
dy y

�3 ;
dydv

v y

�� �3 ;
dydv

v y

ln|v| = 3ln|v|;

v = y3.

Подставляем v = y3 во второе уравнение и решаем его:

�� � 1 ln
;

yduv
dy y

�� �3 1 ln
;

yduy
dy y

��
4

1 ln
;

ydu
dy y

��
4

1 ln
;

y
du dy

y

� �
4 4

ln1 ;
y

du dy dy
y y

� �� � �4 4

ln1 ;
y

du dy dy
y y
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�� � � �3
4

ln1 .
3

y
u y dy

y

Вычислим интеграл � 4

ln
,

y
dy

y
 используя метод интег�

рирования по частям:

� �
4 4 3

3 3 4
3 3 3

,
ln

1 1ln , , ,
3

ln ln1 1 1 1 1ln .
3 3 33 3 9

pdq pq qdp
y

dy
y p y dq y dy dp dy q y

y

y y
y y y dy y dy

y y y y

� �

� � �

� �� �
� 	� �� 	� � � � �� 	
 �

� � � � � � � � � �

 


 

Тогда
�� � � � �3

3 3

ln1 1 .
3 3 9

y
u y C

y y

Отсюда получим общее решение:

�� �� � � � � � � �� 	

 �

3 3
3 3

ln1 1
3 3 9

y
x u v y y C

y y
или

� � � � � 3ln1 1 ;
3 3 9

y
x Cy

� � �3 ln 4.
3 9

y
x Cy

Используем заданное начальное условие и подставля�

ем � �1
3

x  и y = 1:

� � � � �31 ln1 41 ;
3 3 9

C

� 1.
9

C

Тогда искомое частное решение будет иметь вид

�� �
3 4 ln

.
9 3

y y
x
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Пример 13. Решить уравнение y� – 2xy = 3x3y2.
Р е ш е н и е. Это уравнение Бернулли: левая часть у

него такая же, как и у линейного, а в правой части стоит
выражение Q(x)yn, где n — постоянное число, в данном
примере 3x3y2. Разделим обе части этого уравнения на y2:

� � 3 22 3 ;
dy

xy x y
dx

� �� �2 1 32 3 .
dy

y xy x
dx

(18)

Введем замену:

� �� � � � � �1 2, 1 .
dy dydz dzz y y

dx dy dx dx

Получаем

� � �2 .
dy dzy
dx dx

Подставим в (18):

� � � � � �3 32 3 или 2 3 .dz dzxz x xz x
dx dx

Получили линейное уравнение. Решим его, введя за"
мену:

� � � � � �, ;dz du dvz u v v u
dx dx dx

� � � � � � 32 3 ;du dvv u xuv x
dx dx

� �� � � � � 32 3 ;dv duu xv v x
dx dx

� � ��
�
� � � 	



3

2 0;

3 .

dv xv
dx
du v x
dx
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Найдем частное решение первого уравнения:

� �2 0;dv xv
dx

� �2 ;dv xv
dx

dv = –2xvdx;

� �2 ;dv xdx
v

� �� �2 ;dv xdx
v

ln|v| = –x2;

�� 2 .xv e

Подставляем �� 2xv e  во второе уравнение � � � 33du v x
dxсистемы и решаем:

�� � �2 33 ;xdu e x
dx

� � 233 ;xdu x e
dx

� � 233 ;xdu x e dx

� �� � 233 ;xdu x e dx

� � � 233 .xu x e dx

Вычислим последний интеграл заменой переменной
t = x2, dt = 2xdx:

� � � � �� �23 33 .
2

x tu x e dx t e dt

Получившийся интеграл �� tt e dt  вычислим, исполь�
зуя формулу интегрирования по частям:

, , , ,

( 1).

t t t

t t t

t e dt pdq pq qdp p t dq e dt dp dt q e

t e e dt e t

� �� � � � � � � � �� �
� � � � �
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Таким образом, получаем

� � � � � ��3 3 ( 1).
2 2

t tu t e dt e t

Делаем обратную замену:

� � � � � �2 23 3( 1) ( 1)
2 2

t xu e t e x

и окончательно

� � � �2 23 ( 1) .
2

xu e x C

Тогда

� � � �� � � � � � � � � �2 2 22 23 3( 1) ( 1)
2 2

x x xz u v e x C e x Ce

или
�� � � 223 (1 ) .

2
xz x Ce

Так как z = y–1, то, выполняя обратную замену, полу�
чим общее решение заданного уравнения:

�
�

� � 22

1 .
3 (1 )
2

x
y

x Ce

Заметим, что практически нет необходимости вводить
новую переменную z. Уравнение Бернулли можно решить
с помощью подстановки y = u � v, не сводя его предвари�
тельно к линейному.

Пример 14. Решить уравнение � � � 2 ln .
y

y y x
x

Р е ш е н и е. Заданное уравнение является уравнени�

ем Бернулли. Положим y = u �v и � � � � ,
dy du dvv u
dx dx dx

 тогда

уравнение примет вид:

� � � � � 2 2 ln ;du dv uvv u u v x
dx dx x

� �� � � � 2 2 ln ;du u dvv u u v x
dx x dx
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� � ��
�
� � �
�

2 2

0;

ln .

du u
dx x

dvu u v x
dx

Найдем частное решение первого уравнения:

� � 0;du u
dx x

� � ;du u
dx x

� � ;du dx
u x

� �� � ;du dx
u x

ln|u| = –ln|x|;

� 1 .u
x

Подставляем � 1u
x

 во второе уравнение системы � �dvu
dx

� 2 2 ln ,u v x предварительно сократив его на u, и решаем его:

� � 2 2 ln ;dvu u v x
dx

� 2 ln ;dv uv x
dx

� 21 ln ;dv v x
dx x

�
2

1 ln ;dv xdx
xv

�
2

ln (ln );dv xd x
v

�� �2
ln (ln );dv xd x

v

� � �
2(ln )1 ;

2 2
x C

v

� �
�2

2 .
(ln )

v
x C
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Следовательно, � � � �
�2

2
(ln )

y u v
x x C

 является общим

решением заданного уравнения.
Пример 15. Указать тип дифференциального уравнения

и метод его решения: 1) 2x + y + 3x – 2y � y� = 0; 2) 2
;

y
y

x y
� �

�

3) (y2 – 3x2)dx + 2xydy = 0; 4) � �32– 1 ;
1

dy y x
dx x

� �
�

 5) y x y� � �

2– ;xy�  6) � � �
�

32 ( 1) ;
1

dy
y x

dx x
 7) y�x + y = –xy2.

Р е ш е н и е.
1. Это уравнение с разделяющимися переменными.

Оно решается путем умножения обеих его частей на dx и
разложения коэффициентов при dx и dy на множители.

2. Данное уравнение является линейным x и xy�. Учи*

тывая, что 
1y
x

=′
′ , приведем уравнение к линейному виду:

2

2

1 1, , .
y x y

y x x x y
x y yx y

+= = = − =′ ′ ′
′ +

Решается это уравнение заменой одной функции x дву*
мя u и v:

, .dx du dvx u v v u
dy dy dy

= ⋅ = ⋅ + ⋅

3. Преобразуем заданное уравнение в явную форму:

(y2 – 3x2)dx + 2xydy = 0;

� � �2 23 2 0;
dy

y x xy
dx

��
2 23

.
2

dy x y
dx xy

Справа стоит однородная функция нулевого измере*
ния, т. е. уравнение является однородным и решается за*

меной: �( ) ,
y

u x
x

 y = u �x, � � � .
dy du x u
dx dx
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4. Это линейное уравнение. Решается заменой одной

функции y двумя u и v: y = u �v, � � � � .
dy du dvv u
dx dx dx

5. Уравнение Бернулли y�x + y = –xy2 можно решить
заменой z = y1 – n, сводя его к линейному. Или решить с
помощью подстановки y = u �v, не сводя его предваритель"
но к линейному.

ВАРИАНТЫ ТИПОВОГО РАСЧЕТА
«ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

ПЕРВОГО ПОРЯДКА»

Задача 1. Найти общее решение дифференциального
уравнения с разделяющимися переменными (табл. 1).
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Задача 2. Найти общее решение или общий интеграл
дифференциального уравнения с разделяющимися пере�
менными (табл. 2).

Задача 3. Найти частное решение дифференциально�
го уравнения с разделяющимися переменными, удовлет�
воряющее данному начальному условию (табл. 3).
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Задача 4. Найти решение задачи Коши (табл. 4).
Задача 5. Найти общий интеграл дифференциального

уравнения (табл. 5).
Задача 6. Найти общее решение однородного диффе�

ренциального уравнения (табл. 6).
Задача 7. Найти решение задачи Коши (табл. 7).
Задача 8. Найти частное решение линейного диффе�

ренциального уравнения, удовлетворяющее данным на�
чальным условиям (табл. 8).

Задача 9. Найти общий интеграл дифференциального
уравнения Бернулли (табл. 9).

Задача 10. Указать тип дифференциального уравнения
и метод его решения (табл. 10).
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯАВНЕНИЯАВНЕНИЯАВНЕНИЯАВНЕНИЯ
ВЫСШИХ ПОРЯДКВЫСШИХ ПОРЯДКВЫСШИХ ПОРЯДКВЫСШИХ ПОРЯДКВЫСШИХ ПОРЯДКОВ.ОВ.ОВ.ОВ.ОВ.
ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

Дифференциальные уравнения порядка выше первого
называются дифференциальными уравнениями высших
порядков. В основном мы будем рассматривать дифферен�
циальные уравнения второго порядка.

Определение 6. Уравнение вида

F(x; y; y�; y�) = 0 (19)

называется дифференциальным уравнением второго по�
рядка.

Если уравнение (19) можно разрешить относительно
старшей производной y�, то оно принимает вид

y� = f(x; y; y�). (20)

Определение 7. Решением дифференциального уравне�
ния (19) называется функция y = �(x), которая при под�
становке в уравнение обращает его в тождество.

Определение 8. Общим решением дифференциального
уравнения второго порядка (19) или (20) называется фун�
кция y = �(x, C1, C2), которая при любых значениях про�
извольных постоянных C1 и C2 удовлетворяет условиям:

1) �(x, C1, C2) является решением дифференциального
уравнения для каждого фиксированного значения C1 и C2;

2) каковы бы ни были начальные условия

y(x0) = y0, y�(x0) = y0� (*)

существуют единственные значения постоянных C1 = C10

и C2 = C20 такие, что функция y = �(x, C10, C20) является
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решением уравнения (19) или (20) и удовлетворяет данным
начальным условиям (*).

Определение 9. Частным решением дифференциаль�
ного уравнения второго порядка называется такое решение,
которое получается из общего решения y = �(x, C1, C2) при
конкретных значениях произвольных постоянных C1 и C2.

Решения дифференциального уравнения, записанные
в виде �(x; y; C1; C2) = 0 и � �0 0

1 2( ; ; ; ) 0,x y C C  где 0 0
1 2; —C C

конкретные числа, называются общим и частным интег�
ралом соответственно.

График решения дифференциального уравнения вто�
рого порядка называется интегральной кривой.

Общее решение дифференциального уравнения (20)
представляет собой множество интегральных кривых; ча�
стное решение — одна интегральная кривая этого множе�
ства, проходящая через заданную точку (x0, y0) и имею�
щая в ней касательную с заданным угловым коэффициен�
том y�(x0) = y�.

Как и в случае уравнения первого порядка, задача на�
хождения решения дифференциального уравнения, удов�
летворяющего заданным начальным условиям (*), назы�
вается задачей Коши.

Теорема 2 (теорема существования и единственности
решения задачи Коши). Если в уравнении (20) функция
f (x; y; y�) и ее частные производные f�y и ��yf  непрерывны в
некоторой области D изменении переменных x, y, y�, то
для всякой точки (x0, y0, y0�) � D существует единствен�
ное решение y = �(x) уравнения (20), удовлетворяющее
начальным условиям (*).

Аналогичные понятия и определения имеют место для
дифференциального уравнения n�го порядка.

В общем виде дифференциальное уравнение n�го по�
рядка записывается следующим образом: F(x; y; y�; y�; ...;
y(n)) = 0 или y(n) = f (x; y; y�; ...; y(n – 1)) = 0, если его можно
разрешить относительно старшей производной.

Начальные условия для дифференциального уравне�
ния n�го порядка имеют вид: y(x0) = y0, y�(x0) = y0�, ...,
y(n – 1)(x0) = y0

(n – 1).
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Общим решением дифференциального уравнения n�го
порядка является функция вида: y = �(x, C1, C2, ..., Cn),
содержащая n произвольных, не зависящих от x постоян�
ных.

Решение дифференциального уравнения, получающее�
ся из общего решения при конкретных значениях посто�
янных C1 = C10, C2 = C20, ..., Cn = Cn0, называется частным
решением.

Задача Коши для дифференциального уравнения n�го
порядка: найти решение дифференциального уравнения
y(n) = f (x; y; y�; ...; y(n – 1)) = 0, удовлетворяющее начальным
условиям y(x0) = y0, ��� �� � ( 1)( 1)

0 0 0 0( ) ,..., ( ) .nny x y y x y
Теорема (теорема существования и единственности ре�

шения задачи Коши). Если в уравнении y(n) = f (x; y; y�; ...;
y(n – 1)) = 0 функция f(x; y; y�; ...; y(n – 1)) и ее частные произ�
водные по аргументам y; y�; ...; y(n – 1) непрерывны в не�
которой области, содержащей значения x = x0, y = y0,

��� �� � ( 1)( 1)
0 0,..., ,nny y y y  то существует и притом единствен�

ное решение y = y(x) уравнения, удовлетворяющее усло�
виям y(x0) = y0, � �0y x� � � � ( 1)( 1)

0 0 0,..., .nny y x y ���� �
Задача нахождения решения дифференциального урав�

нения n�го порядка сложнее, чем первого. Поэтому рас�
смотрим лишь некоторые виды дифференциальных урав�
нений высших порядков.
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Одним из методов интегрирования дифференциальных
уравнений высших порядков является метод понижения
порядка. Он состоит в том, что с помощью замены пере�
менной данное дифференциальное уравнение сводится к
уравнению, порядок которого ниже.

Рассмотрим три типа уравнений, допускающих пони�
жение порядка.

I. Уравнение вида y(n) = f(x).
Общее решение этого уравнения получают, проинтег�

рировав его n раз. При каждом интегрировании будет по�
являться новая произвольная постоянная. Рассмотрим этот
метод подробно на примере уравнения второго порядка:

y� = f (x). (21)

Правая часть уравнения не содержит функции y и про�

изводной y�. Известно, что 
��� � �� �( ) .

dy
y y

dx
 Следовательно,

данное уравнение можно записать так: 
�
� ( )

dy
f x

dx
 или

dy� = f(x)dx. Интегрируя последнее уравнение, получим

� � �� 1( ) .y f x dx C

Интегрируя еще один раз, получим общее решение
уравнения (21):

� �� � �� 	
 
 1 2( ) .y f x dx C dx C (22)
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Пример 16. Найти частное решение уравнения y� =
= 6x + sinx, удовлетворяющее заданным начальным усло�
виям y(0) = 2, y�(0) = 3.

Р е ш е н и е. Учитывая, что 
��� � ,

dy
y

dx
 перепишем дан�

ное уравнение в следующем виде:

� �� � � �6 sin или (6 sin ) .
dy

x x dy x x dx
dx

Интегрируя, получим:

� � �� �(6 sin ) ,dy x x dx

y� = 3x2 – cosx + C1.

Учитывая, что � � ,
dy

y
dx

 имеем:

� � �2
13 cos ,

dy
x x C

dx

dy = (3x2 – cosx + C1)dx,

� � �� � 2
1(3 cos ) .dy x x C dx

Таким образом, y = x3 – sinx + C1x + C2 — общее реше�
ние заданного уравнения.

Используем начальные условия. Подставим в общее
решение x = 0 и y = 2:

2 = 03 – sin0 + C1 �0 + C2,
C2 = 2.

Затем подставим в y� = 3x2 – cosx + C1 значения x = 0 и
y� = 3:

3 = 3 �02 – cos0 + C1,
C1 = 4.

Подставляя C1 = 4 и C2 = 2 в общее решение, получим
искомое частное y = x3 – sinx + 4x + 2. Отметим, что гео�
метрически найденное решение представляет собой интег�
ральную кривую, которая проходит через точку N0(0, 2).
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Касательная, проведенная к этой кривой в точке N0, обра�
зует с положительным направлением оси Ox угол, тангенс
которого равен 3.

II. Уравнение, не содержащее явно искомой функции
y. Рассмотрим этот тип уравнений на примере дифферен�
циального уравнения второго порядка вида y� = f (x; y�).
Такое уравнение решается заменой y� = z, где z = z(x) —
новая неизвестная функция, тогда y� = z� и уравнение
y� = f (x; y�) станет уравнением первого порядка относи�
тельно функции z: z� = f (x; z). Если общее решение после�
днего уравнения есть z = �(x, C1), то, повторно интегри�
руя, получим общее решение заданного уравнения:

� � �� 1 2( , ) .y x C dx C (23)

III. Уравнение, не содержащее явно независимой пере�
менной x, т. е. имеющее вид y� = f (y; y�), решается подста�
новкой y� = z, где z = z(y). Дифференцируя по x, получаем

�� �� � � � ,
dydz dzy y

dy dx dy
 т. е. �� � � .dzy z

dy
 Подставив в уравнение

y� = f(y; y�) вместо y� произведение � ,dz z
dy

 получим диффе�

ренциальное уравнение первого порядка относительно функ�

ции z(y): � � ( ; ).dz z f y z
dy

 Если z = �(y, C1) есть общее реше�

ние последнего уравнения, то получаем � � 1( , )
dy

y C
dx

 или

dy = �(y, C1)dx — уравнение с разделяющимися переменны�

ми относительно функции y(x). Тогда �
� 1( , )

dy
dx

y C
 и

� �
�� 2

1( , )
dy

x C
y C (24)

есть общий интеграл заданного уравнения.
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ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ
УРУРУРУРУРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ.ОВ.ОВ.ОВ.ОВ.

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

Определение 10. Дифференциальное уравнение вида

y(n) + p1(x)y(n–1) + p2(x)y(n–2) + ... + pn(x)y = f(x), (25)

где p1 = p1(x), p2 = p2(x), ..., pn = pn(x), f(x) — действитель�
ные функции, непрерывные в интервале (a; b), называ�
ется линейным дифференциальным уравнением n�го
порядка.

Определение 11. Если f(x) = 0 всюду в интервале (a; b),
то уравнение (25) принимает вид

y(n) + p1(x)y(n–1) + p2(x)y(n–2) + ... + pn(x)y = 0 (26)

и называется однородным линейным дифференциальным
уравнением n�го порядка. В противном случае неодно�
родным.

Если уравнение (26) имеет такие же коэффициенты,
как и уравнение (25), то оно называется однородным урав�
нением, соответствующим неоднородному.

Рассмотрим подробно основные понятия на примере
линейных дифференциальных уравнений второго по�
рядка.

Определение 10*. Дифференциальное уравнение вида

y�� + p(x)y� + q(x)y = f(x), (25а)

где p = p(x), q = q(x), f(x) — действительные функции, не�
прерывные в интервале (a; b), называется линейным диф�
ференциальным уравнением второго порядка.
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Определение 11*. Если f (x) = 0 всюду в интервале (a; b),
то уравнение (25а) принимает вид

y� + p(x)y� + q(x)y = 0 (26а)

и называется однородным линейным дифференциальным
уравнением второго порядка.

Линейное однородное уравнение (26а) обладает следую�
щим свойством.

Свойство 1. Если y1(x) и y2(x) — решения уравне�
ния (26а), то функция

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) (27)

при любых значениях произвольных постоянных C1 и C2

также является решением этого уравнения.
Определение 12. Два решения y1(x) и y2(x) уравне�

ния (26а) называются линейно независимыми на (a; b),
если равенство �1y1(x) + �2y2(x) = 0 сразу для всех x � (a; b)
имеет место тогда и только тогда, когда �1 = �2 = 0, �1, �2 —
действительные числа. Если хотя бы одно из чисел �1, �2

отлично от нуля и для всех x � (a; b) выполняется равен�
ство �1y1(x) + �2y2(x) = 0, то решения y1(x) и y2(x) называ�
ются линейно зависимыми.

Очевидно, что два решения являются линейно зависи�
мыми тогда и только тогда, когда они пропорциональны.
Поэтому при решении уравнений удобно использовать
следующее определение.

Определение 12*. Два решения y1(x) и y2(x) уравне�
ния (26а) называются линейно независимыми, если их от�

ношение не является постоянным числом � ��� �
� �

2

1

( )
const .

( )
y x
y x

В противном случае y1(x) и y2(x) называются линейно
зависимыми.

Для изучения линейной зависимости системы двух
функций используют определитель Вронского, или врон�
скиан (названный в честь польского ученого — Й. Вронс�
кого (1778–1853)):

�
� �

1 2

1 2

( ) ( )
( ) .

( ) ( )

y x y x
W x

y x y x
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При этом имеют место следующие теоремы.
Теорема 3. Если дифференцируемые функции y1(x) и

y2(x) линейно зависимы на интервале (a; b), то определи�
тель Вронского на этом интервале тождественно равен
нулю.

Теорема 4. Если функции y1(x) и y2(x) являются ли�
нейно независимыми решениями уравнения (26а) на
интервале (a; b), то определитель Вронского на этом ин�
тервале никогда не обращается в нуль.

Таким образом, вронскиан не равен нулю тогда и толь�
ко тогда, когда частные решения уравнения (26а) линей�
но независимы.

Отметим один интересный факт. В течение нескольких
десятилетий во все учебные курсы включалась теорема:
обращение в нуль определителя Вронского является не�
обходимым и достаточным условием линейной зависи�
мости системы функций. Но в 1889 г. в заметке «Sur les
wronskiens» Д. Пеано (1858–1932) представил контрпри�
мер. А именно: функции y = x2, y = x|x| непрерывны и диф�
ференцируемы всюду, определитель Вронского, составлен�
ный для них, равен тождественно нулю, а функции ли�
нейно независимы. С тех пор условия формулируются
лишь для решений дифференциального уравнения, а не
произвольных функций (см. [1]).

Теорема 5. Если y = y1(x) и y = y2(x) — два линейно не�
зависимых частных решения уравнения (26а), то функ�
ция (27) является общим решением этого уравнения.

Правая часть равенства (27) определяет структуру об�
щего решения однородного уравнения. Очевидно, что для
нахождения общего решения уравнения (26а) достаточно
найти два таких частных решения этого уравнения, кото�
рые были бы линейно независимыми.

Теорема 6. Общее решение неоднородного уравнения
(25а) равно сумме общего решения соответствующего од�
нородного уравнения (26а) и любого частного решения
данного неоднородного уравнения.

Пусть yодн = C1y1(x) + C2y2(x) — общее решение одно�
родного уравнения (26а), а y — какое�нибудь частное ре�
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шение неоднородного уравнения (25а), тогда согласно тео�
реме 6 функция

� � �1 1 2 2( ) ( )y C y x C y x y (28)

есть общее решение неоднородного уравнения (25а).

6.1.6.1.6.1.6.1.6.1.
ЛИНЕЙНЫЕ ОЛИНЕЙНЫЕ ОЛИНЕЙНЫЕ ОЛИНЕЙНЫЕ ОЛИНЕЙНЫЕ ОДНОРОДНОРОДНОРОДНОРОДНОРОДНЫЕДНЫЕДНЫЕДНЫЕДНЫЕ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯАВНЕНИЯАВНЕНИЯАВНЕНИЯАВНЕНИЯ
ВТВТВТВТВТОРОГОРОГОРОГОРОГОРОГО ПОРЯДКАО ПОРЯДКАО ПОРЯДКАО ПОРЯДКАО ПОРЯДКА

С ПОСТС ПОСТС ПОСТС ПОСТС ПОСТОЯННЫМИ КОЯННЫМИ КОЯННЫМИ КОЯННЫМИ КОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТОЭФФИЦИЕНТОЭФФИЦИЕНТОЭФФИЦИЕНТОЭФФИЦИЕНТАМИАМИАМИАМИАМИ

Для того чтобы найти общее решение линейного одно�
родного дифференциального уравнения, надо иметь два
частных линейно независимых решения этого уравнения.
В том случае, когда p(x) и q(x) не являются постоянными,
нахождение таких решений — задача непростая. Поэто�
му рассмотрим случай, когда p и q — константы.

Определение 13. Уравнение вида

y� + py� + qy = 0, (29)

где p и q — постоянные числа, называется линейным од�
нородным дифференциальным уравнением второго поряд�
ка с постоянными коэффициентами.

Общим решением уравнения (29) будет функция y =
= C1y1 + C2y2, где y1 и y2 — два линейно независимых част�
ных решения этого уравнения.

Частное решение уравнения (29) будем искать в виде
y = ekx, где k — некоторое число, подлежащее определению.
Выясним, при каких значениях параметра k показатель�
ная функция y = ekx станет решением уравнения (29). Най�
дем y� = kekx и y� = k2ekx и подставим в левую часть уравне�
ния (29) y, y�, y�: k2ekx + pkekx + qekx = 0, ekx(k2 + pk + q) = 0.
Чтобы функция y = ekx удовлетворяла уравнению (29), дол�
жно выполняться последнее равенство. Учитывая, что
ekx � 0, получаем уравнение

k2 + pk + q = 0, (30)

которое называется характеристическим уравнением
однородного дифференциального уравнения.
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Таким образом, те значения k, которые удовлетворя�
ют уравнению (30), можно использовать для составления
частного решения y = ekx.

Чтобы  получить  характеристическое  уравнение,
надо заменить в однородном уравнении производные ис�
комой функции соответствующими степенями неизвест�
ной k.

При решении характеристического уравнения могут
встретиться три случая: 1) корни уравнения действитель�
ные и различные; 2) корни действительные и равные;
3) корни комплексные, сопряженные.

Рассмотрим каждый случай, опуская вывод формул.
1�й случай.
k1 и k2 — действительные корни характеристического

уравнения (30), причем k1 � k2. � 1
1

k xy e  и � 2
2

k xy e — ли�
нейно независимые частные решения. Тогда по теореме 5
общее решение уравнения (29) имеет вид

� �1 2
1 2 .k x k xy C e C e (31)

Пример 17. Найти общее решение уравнения y� – 3y� +
+ 2y = 0.

Р е ш е н и е. Данное уравнение является однородным
линейным дифференциальным уравнением. Составим и
решим характеристическое уравнение: k2 – 3k + 2 = 0,
k1 = 1, k2 = 2. Корни действительные и k1 � k2. Общее ре�
шение имеет вид y = C1ex + C2e2x.

2�й случай.
k1 и k2 — действительные корни характеристического

уравнения (30), причем k1 = k2. � 1
1

k xy e  и � 1
2

k xy xe — ли�
нейно независимые частные решения. Тогда по теореме 5
общее решение уравнения (29) имеет вид

� � � �1 1 1
1 2 1 2или ( ).k x k x k xy C e C xe y e C C x (32)

Пример 18. Найти общее решение уравнения y� + 14y�+
+ 49y = 0.

Р е ш е н и е. Составим характеристическое уравнение
данного однородного уравнения и решим его: k2 + 14k +
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+ 49 = 0. Корни уравнения действительные, причем k1 =
= k2 = –7. В этом случае y = e–7x(C1 + C2x) — общее реше�
ние данного уравнения.

3�й случай.
k1 и k2 — комплексные корни характеристического

уравнения (30), причем k1 = � + �i, k2 = � – �i. y1 = e�xcos�x
и y1 = e�xsin�x — линейно независимые частные решения.
Согласно теореме 5 общее решение уравнения (29) име�
ет вид

y = e�x(C1cos�x + C2sin�x). (33)

Пример 19. Найти общее решение уравнения y� – 6y� +
+ 25y = 0.

Р е ш е н и е. Решая характеристическое уравнение k2 –
– 6k + 25 = 0 однородного дифференциального уравнения,
получаем k1 = 3 + 4i, k2 = 3 – 4i — комплексные корни.
По формуле (33), положив � = 3 и � = 4, находим общее
решение y = e3x(C1cos4x + C2sin4x).

Таким образом, чтобы найти общее решение линейно�
го однородного дифференциального уравнения с постоян�
ными коэффициентами надо:

1) найти корни характеристического уравнения одно�
родного уравнения;

2) составить общее решение, используя формулы (31)–
(33).

Для удобства все рассмотренные случаи можно свести
в таблицу 11.
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6.2.6.2.6.2.6.2.6.2.
ЛИНЕЙНЫЕ ОЛИНЕЙНЫЕ ОЛИНЕЙНЫЕ ОЛИНЕЙНЫЕ ОЛИНЕЙНЫЕ ОДНОРОДНОРОДНОРОДНОРОДНОРОДНЫЕДНЫЕДНЫЕДНЫЕДНЫЕ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯАВНЕНИЯАВНЕНИЯАВНЕНИЯАВНЕНИЯ
nnnnn�Г�Г�Г�Г�ГО ПОРЯДКА С ПОСТО ПОРЯДКА С ПОСТО ПОРЯДКА С ПОСТО ПОРЯДКА С ПОСТО ПОРЯДКА С ПОСТОЯННЫМИОЯННЫМИОЯННЫМИОЯННЫМИОЯННЫМИ

КККККОЭФФИЦИЕНТОЭФФИЦИЕНТОЭФФИЦИЕНТОЭФФИЦИЕНТОЭФФИЦИЕНТАМИАМИАМИАМИАМИ

Решение линейных однородных дифференциальных
уравнений с постоянными коэффициентами любого поряд�
ка производится аналогично решению уравнений второго
порядка.

Определение 14. Уравнение вида

y(n) + p1y(n – 1) + p2y(n – 2) + ... + p(n – 1)y� + pny = 0, (34)

где p1, p2, ..., pn — действительные числа, называется ли

нейным однородным дифференциальным уравнением n
го
порядка с постоянными коэффициентами.

Общим решением уравнения (34) будет функция y =
= C1y1 + C2y2 + ... + Cnyn, где y1 = y1(x), y2 = y2(x), y3 = y3(x),
..., yn = yn(x) — линейно независимые частные решения
этого уравнения.

Определение 15. Решения y1, y2, y3, ..., yn называются
линейно независимыми на (a; b), если равенство �1y1 +
+ �2y2 + ... + �nyn = 0 сразу для всех x � (a; b) имеет место
тогда и только тогда, когда �1 = �2 = ... = �n = 0, �1, �2, ...,
�n — действительные числа. Если хотя бы одно из чисел
�1, �2, ..., �n отлично от нуля и для всех x � (a; b) выпол�
няется равенство �1y1 + �2y2 + ... + �nyn = 0, то решения y1,
y2, y3, ..., yn называются линейно зависимыми.

Определитель Вронского в этом случае будет иметь вид

� � �

� � �
�� �� ���

1 2

1 2

1 2

( 1) ( 1) ( 1)
1 2

...

...

...( ) .
... ... ... ...

...

n

n

n

n n n
n

y y y

y y y
y y yW x

y y y

Напомним, что вронскиан не равен нулю тогда и толь�
ко тогда, когда частные решения уравнения (34) линейно
независимы.
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Чтобы решить уравнение (34), составляем уравнение

kn + p1kn – 1 + p2kn – 2 + ... + pn – 1k + pn = 0, (35)

которое называется характеристическим.
Уравнение (35) имеет n корней (среди них могут быть

повторяющиеся и комплексные).
Рассмотрим соответственно три случая.
1�й случай.
Если все корни характеристического уравнения (35)

действительные и различные, то общее решение уравне"
ния (34) находят по формуле

� � � � �1 2 3
1 2 3 ... ,nk x k x k x k x

ny C e C e C e C e (36)

где k1, k2, k3, ..., kn — корни характеристического уравне"
ния, а C1, C2, C3, ..., Cn — произвольные постоянные.

Пример 20. Найти общее решение уравнения

��� �� �� � �2 3 0.y y y

Р е ш е н и е. Составляем характеристическое уравнение
и находим его корни: k3 – 2k2 – 3k = 0, k(k2 – 2k – 3) = 0, от"
сюда k1 = 0, k2 = –1, k3 = 3. Так как все корни характеристи"
ческого уравнения действительные и различные, то общее
решение находим по формуле (36): y = C1 + C2e–1x + C3e3x.

2�й случай.
Если все корни характеристического уравнения (35)

действительные, но среди них есть равные, т. е. корни
имеющие кратность m > 1, то общее решение находим сле"
дующим образом: каждому простому корню k ставим в со"
ответствие одно частное решение вида ekx, а каждому кор"
ню k кратности m > 1 — m частных решений вида ekx, xekx,
x2ekx, ..., xm – 1ekx.

Например, если k1 = k2 = k3 = ... = ki, то общее решение
найдем по формуле

1 2 3

1

1

2
1 2 3

1
1

1

...

...

,

i i

n n

k x k x k x

i k x k x
i i

k x k x
n n

y C e C xe C x e

C x e C e

C e C e

�

�

�
�

�

� � � � �
� � � �

� �
(37)

при этом остальные корни ki + 1, ..., kn различны и не
равны k1.
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Пример 21. Найти общее решение уравнения

��� �� �� � � � �IV 3 5 2 0.y y y y y

Р е ш е н и е. Составляем характеристическое уравне�
ние k4 – k3 – 3k2 + 5k – 2 = 0. Один из корней найдем сре�
ди делителей числа –2: �1, �2. Это k1 = –2, так как (–2)4 –
– (–2)3 – 3(–2)2 + 5(–2) – 2 = 0. Для нахождения других кор�
ней поделим столбиком многочлен k4 – k3 – 3k2 + 5k – 2 на
двучлен k + 2:

� � � � ��
� � ��

� �
�
� �

�
�

�

� �
�
� �

4 3 2

3 24 3

3 2

3 2

2

2

3 5 2 2
3 3 12

3 3

3 6

3 5

3 6

2

2

0

k k k k k
k k kk k

k k

k k

k k

k k

k

k

Таким образом, наш многочлен k4 – k3 – 3k2 + 5k – 2
можно представить в виде произведения двух: k4 – k3 –
– 3k2 + 5k – 2 = (k + 2)(k3 – 3k2 + 3k – 1). Или (k + 2)(k – 1)3.
Следовательно, характеристическое уравнение приняло
вид: (k + 2)(k – 1)3 = 0. Решая это уравнение, получим сле�
дующие корни: k2 = k3 = k4 = 1. Тогда общее решение име�
ет вид y = C1e – 2x + C2ex + C3xex + C4x2ex.

3�й случай.
Рассмотрим случай наличия у характеристического

уравнения комплексных корней. Так как характеристи�
ческое уравнение имеет действительные коэффициенты
p1, p2, ..., pn, то комплексные корни могут возникнуть толь�
ко комплексно�сопряженными парами, т. е. если комплекс�
ное число � + �i является корнем характеристического
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уравнения, то корнем будет и число � – �i. Каждой паре
простых комплексных сопряженных корней k1, 2 = � � �i
соответствует два частных решения e�xcos�x и e�xsin�x.
А каждой паре � � �i корней кратности m > 1 соответству�
ют 2m частных решений вида:

e�xcos�x, e�xxcos�x, e�xx2cos�x, ..., e�xxm – 1cos�x;
(38)

e�xsin�x, e�xxsin�x, e�xx2sin�x, ..., e�xxm – 1sin�x.

Пример 22. Найти общее решение уравнения ��� ��� �4y y
�� �13 0.y

Р е ш е н и е. Составим характеристическое уравнение
и найдем его корни: k3 + 4k2 + 13k = 0, k(k2 + 4k + 13) = 0,
k1 = – 2 + 3i, k2 = – 2 – 3i, k3 = 0. Уравнение имеет пару ком�
плексных сопряженных корней. Поэтому первые два члена
формулы (36) заменяем выражением e–2x(C1cos3x + C2sin3x):
y = e–2x(C1cos3x + C2sin3x) + C3 — общее решение данного
уравнения.

Пример 23. Найти частное решение уравнения ����y
�� �� � �2 3 0,y y  удовлетворяющее начальным условиям

y(0) = 1, y�(0) = 2, y	(0) = 3.
Р е ш е н и е. Составим и решим характеристическое

уравнение: k3 – 2k2 – 3k = 0, k(k2 – 2k – 3) = 0, k1 = 0, k2 = – 1,
k3 = 3. y = C1 + C2e–1x + C3e3x — общее решение. Найдем y�,
y	 и составим систему уравнений, из которой найдем C1,
C2, C3:

�

�

�

� � ��
� � � � ��
� �� � �	

1 3
1 2 3

3
2 3

3
2 3

;

3 ;

9 .

x x

x x

x x

y C C e C e

y C e C e

y C e C e

Подставляя начальные условия, получим:

� � �

�

�

� � ��
� � � ��
� � �	

1 0 3 0
1 2 3

0 3 0
2 3

0 3 0
2 3

1 ;

2 3 ;

3 9 ;

C C e C e

C e C e

C e C e
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� � ��
� � � ��
� � ��

1 2 3

2 3

2 3

1 ;

2 3 ;

3 9 .

C C C

C C
C C

Отсюда, получаем � � � �1 2 3
4 3 5, , .
3 4 12

C C C  Подставляя

C1, C2, C3 в общее решение, получим частное: �� � �4 3
3 4

xy e

� 35 .
12

xe

6.3.6.3.6.3.6.3.6.3.
ЛИНЕЙНЫЕ НЕОЛИНЕЙНЫЕ НЕОЛИНЕЙНЫЕ НЕОЛИНЕЙНЫЕ НЕОЛИНЕЙНЫЕ НЕОДНОРОДНОРОДНОРОДНОРОДНОРОДНЫЕДНЫЕДНЫЕДНЫЕДНЫЕ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯАВНЕНИЯАВНЕНИЯАВНЕНИЯАВНЕНИЯ
ВТВТВТВТВТОРОГОРОГОРОГОРОГОРОГО ПОРЯДКА С ПОСТО ПОРЯДКА С ПОСТО ПОРЯДКА С ПОСТО ПОРЯДКА С ПОСТО ПОРЯДКА С ПОСТОЯННЫМИОЯННЫМИОЯННЫМИОЯННЫМИОЯННЫМИ

КККККОЭФФИЦИЕНТОЭФФИЦИЕНТОЭФФИЦИЕНТОЭФФИЦИЕНТОЭФФИЦИЕНТАМИ И ПРАМИ И ПРАМИ И ПРАМИ И ПРАМИ И ПРАВОЙ ЧААВОЙ ЧААВОЙ ЧААВОЙ ЧААВОЙ ЧАСТЬЮСТЬЮСТЬЮСТЬЮСТЬЮ
СПЕЦИАЛЬНОГСПЕЦИАЛЬНОГСПЕЦИАЛЬНОГСПЕЦИАЛЬНОГСПЕЦИАЛЬНОГО ВИДАО ВИДАО ВИДАО ВИДАО ВИДА

Пусть требуется найти общее решение линейного не�
однородного уравнения второго порядка с постоянными
коэффициентами

y	 + py
 + qy = f (x). (39)

Согласно теореме 4 общее решение неоднородного урав�
нения (39) представляет собой сумму общего решения со�
ответствующего однородного уравнения:

y	 + py
 + qy = 0 (40)

и какого�нибудь частного решения данного уравнения (39).
Обозначим через yодн общее решение уравнения (40), а

через y  частное решение уравнения (39), тогда общее ре�
шение уравнения (39) имеет вид

� �одн .y y y (41)

Таким образом, чтобы найти общее решение линейно�
го неоднородного уравнения второго порядка, надо:

1) найти общее решение соответствующего однородно�
го уравнения;

2) найти какое�нибудь частное решение неоднородно�
го уравнения;

3) сложить найденные общее и частное решения.
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В разделе 7.1 подробно рассмотрен способ нахождения
общего решения уравнения (40). Поэтому остается указать
способ нахождения частного решения уравнения (39).

Метод неопределенных коэффициентов позволяет на#
ходить частное решение уравнения (39), если известна
структура этого решения, которая зависит от структуры
(вида) правой части уравнения (39). Рассмотрим следую#
щие случаи, в зависимости от вида правой части уравне#
ния.

Случай A.
Если правая часть уравнения (39) это многочлен сте#

пени n и число 0 не является корнем характеристического
уравнения, то частное решение y  следует искать в виде
многочлена той же степени. Если же один из корней харак#
теристического уравнения равен нулю, то частное решение
y  следует искать в виде произведения многочлена той же
степени на x, а если число 0 корень кратности 2, то на x2.

Например, если f (x) = a2x2 + a1x + a0 (a2 � 0, n = 2),
причем число 0 не является корнем характеристическо#
го уравнения или q � 0, то частное решение будет иметь
вид � � �2

2 1 0,y A x A x A  где A2, A1, A0 — неопределенные
коэффициенты. Если число 0 — однократный корень ха#
рактеристического уравнения или q = 0, то частное ре#
шение следует искать в виде � � �2

2 1 0( ).y x A x A x A  Если
число  0  —  двукратный  корень  характеристического
уравнения (q = 0), то частное решение выразится форму#
лой � � �2 2

2 1 0( ).y x A x A x A
Пример 24. Найти общее решение уравнения y� – y� –

– 6y = 12x2 – 2x + 1.
Р е ш е н и е.
1. Найдем общее решение соответствующего однород#

ного уравнения y� – y� – 6y = 0, так как характеристичес#
кое уравнение k2 – k – 6 = 0 имеет корни k1 = –2 и k2 = 3, то
общее решение однородного уравнения — это yодн = C1e – 2x +
+ C2e3x (случай 1 из табл. 11 разд. 6.1).

2. Найдем частное решение данного неоднородного
уравнения. Его вид зависит от вида правой части уравне#
ния. То есть от функции f (x) = 12x2 – 2x + 1 — многочлена
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второй степени. Число ноль не является корнем характе�
ристического уравнения (q � 0, q = 6), следовательно, час�
тное решение y  заданного уравнения следует искать в виде
многочлена второй степени: � � �2

2 1 0.y A x A x A  Опреде�
лим коэффициенты A2, A1, A0. Продифференцируем пос�
леднее равенство и найдем �y  и ��:y  � � �2 12 ,y A x A  �� � 22 .y A
Подставим �� �, ,y y y  в левую часть заданного уравнения:
2A2 – 2A2x – A1 – 6A2x2 – 6A1x – 6A0 = 12x2 – 2x + 1. Соби�
рая в левой части коэффициенты при одинаковых степе�
нях x, получим –6A2x2 + (–2A2 – 6A1)x + (2A2 – A1 – 6A0) =
= 12x2 – 2x + 1. Левая часть последнего уравнения будет
тождественно равна правой, если коэффициенты при оди�
наковых степенях переменной x будут равны. В результа�
те получим систему трех линейных уравнений с тремя не�
известными A2, A1, A0:

� ��
�� � � ��
� � � ��

2

2 1

2 1 0

6 12;

2 6 2;

2 6 1.

A

A A
A A A

Решая систему, находим A2 = –2, A1 = 1, A0 = –1. Под�
ставляя найденные коэффициенты в � � �2

2 1 0,y A x A x A
получим частное решение заданного неоднородного урав�
нения: � � � �22 1.y x x

3. Складывая общее решение однородного уравнения
yодн = C1e–2x + C2e3x и частное решение неоднородного урав�
нения � � � �22 1,y x x  найдем общее решение заданного
неоднородного уравнения y = C1e–2x + C2e3x – 2x2 + x – 1.

Случай B.
Если правая часть уравнения (39) имеет вид f (x) = aebx

(a � 0) и число b не является корнем характеристического
уравнения, то частное решение имеет вид � ,bxy Ae  где A —
подлежащий определению коэффициент. Если b корень
кратности один, то � ,bxy Axe  а если b корень кратности
два, то � 2 .bxy Ax e

Отметим, что если число b не является корнем харак�
теристического уравнения, то частное решение можно най�

ти по формуле �
� �2

.
bxaey

b pb q
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Пример 25. Найти общее решение уравнения y� – 2y� –
– 3y = e4x.

Р е ш е н и е.
1. Ищем общее решение соответствующего однородно�

го уравнения y� – 2y� – 3y = 0. Характеристическое урав�
нение k2 – 2k – 3 = 0 имеет корни k1 = –1 и k2 = 3. Учиты�
вая, что k1 � k2, получим общее решение yодн = C1e–x +
+ C2e3x (случай 1 из табл. 11 разд. 6.1).

2. В правой части уравнения стоит показательная фун�
кция f (x) = e4x. Сравнивая с f(x) = aebx, имеем a = 1, b = 4,
причем b = 4 не совпадает ни с одним из корней характе�
ристического уравнения. Поэтому частное решение y  сле�
дует искать в виде Ae4x, т. е. � 4 .xy Ae  Дифференцируя это
равенство, находим: � � 44 ,xy Ae  �� � 416 .xy Ae  Подставим
�� �, ,y y y  в левую часть заданного уравнения и определим

коэффициент A: 16Ae4x – 2 �4Ae4x – 3Ae4x = e4x, 16A – 8A –
– 3A = 1, 5A = 1, A = 1/5. Следовательно, частным реше�

нием будет функция � 41 .
5

xy e

Отметим, что частное решение можно было найти по

формуле �
� �2

.
bxaey

b pb q
 А именно при a = 1, b = 4, p = –2,

q = –3: � �
� � �

4
4

2

1 .
54 2 4 3

x
xey e

3. Складываем найденные решения и получаем общее
решение заданного линейного неоднородного уравнения:

�� � �3 4
1 2

1 .
5

x x xy C e C e e

Случай C.
Если правая часть уравнения (39) является функцией

вида f (x) = e�x(acos�x + bsin�x), где a и b не нули одновре�
менно и числа � 	 �i не являются корнями характеристи�
ческого уравнения, то существует частное решение вида

� ��� � � �cos sinxy e A x B x (A и B — коэффициенты, подле�
жащие определению). Если числа � 	 �i — корни характе�
ристического уравнения, то частное решение имеет вид

� ��� � � �cos sin .xy xe A x B x
Заметим, что случай B вытекает из случая C при � = 0.
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Пример 26. Найти общее решение уравнения y� + 2y� +
+ 2y = 4e–xcosx.

Р е ш е н и е.
1. Найдем общее решение однородного уравнения y� +

+ 2y�+ 2y = 0. Характеристическое уравнение k2 + 2k + 2 = 0
имеет комплексные корни k1 = –1 + i и k2 = –1 – i. Имеем
дело с третьим случаем из таблицы 11 раздела 6.1: yодн =
= e–x(C1cosx + C2sinx).

2. В правой части заданного уравнения стоит функция
f (x) = 4e–xcosx (сравните с f (x) = e�x(acos�x + bsin�x)), где
� = –1, � = 1, а числа –1 � i являются корнями характери%
стического уравнения. Тогда частное решение имеет вид

� ��� �cos sin .xy xe A x B x  Дифференцируя дважды послед%
нее равенство, находим � ��и :y y

( cos sin ) ( cos sin )

( sin cos )

x x

x

y e A x B x xe A x B x

xe A x B x

� �

�

� � � � � �
� � �

или
� �� � � � � � �( cos sin ) (( )cos ( )sin );x xy e A x B x xe B A x A B x

( cos sin ) ( sin cos )

(( )cos ( )sin )

(( )cos ( )sin )

( ( )sin ( )cos )

x x

x

x

x

y e A x B x e A x B x

e B A x A B x

xe B A x A B x

xe B A x A B x

� �

�

�

�

�� � � � � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

или
�

�

�� � � � �
� � � �

( 2 cos 2 sin )

((2 2 )cos (2 2 )sin ).

x

x

y xe B x A x

e B A x A B x

Подставив �� �, ,y y y  в левую часть заданного уравне%
ния, получим равенство:

xe–x(–2Bcosx + 2Asinx) + e–x((2B – 2A)cosx –
– (2A + 2B)sinx) + 2(e–x(Acosx + Bsinx) +

+ xe–x((B – A)cosx – (A + B)sinx)) +
+ 2(xe–x(Acosx + Bsinx)) = 4e–xcosx

или, преобразуя,

2Be–xcosx – 2Ae–xsinx = 4e–xcosx.
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Отсюда

2Bcosx – 2Asinx = 4cosx,

��
�� ��

2 4;

2 0;

B
A

��
� ��

0;

2.

A
B

Следовательно, частное решение:

( cos sin )

(0 cos 2 sin ) 2 sin ,

x

x x

y xe A x B x

xe x x xe x

�

� �

� � �
� � � � �

т. е.

��2 sin .xy xe x

3. Таким образом, общее решение заданного линей�
ного неоднородного уравнения имеет вид � � �однy y y

� �� � �1 2( cos sin ) 2 sinx xe C x C x xe x или y = e–x(C1cosx + C2sinx +
+ 2xsinx).

Случай D.
Если правая часть уравнения (39) имеет вид f (x) =

= e�x(P1(x)cos�x + P2(x)sin�x), где P1(x) и P2(x) — некото�
рые многочлены, а числа � � �i не являются корнями ха�
рактеристического уравнения, то существует частное ре�
шение �� � � �1 2( ( )cos ( )sin ),xy e Q x x Q x x  Q1(x) и Q2(x) — не�
которые многочлены, коэффициенты которых подлежат
определению и степень которых равна большей из степе�
ней многочленов P1(x) и P2(x). Если числа � � �i являются
корнями характеристического уравнения, то существует
частное решение вида �� � � �1 2( ( )cos ( )sin ).xy xe Q x x Q x x

Пример 27. Найти общее решение уравнения y� – 4y� +
+ 3y = xex.

Р е ш е н и е.
1. Общим решением однородного уравнения будет

yодн = C1ex + C2e3x, так как характеристическое уравнение
k2 – 4k + 3 = 0 имеет действительные и различные корни
k1 = 1 и k2 = 3 (случай 1 из табл. 11 разд. 6.1).
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2. Определим структуру частного решения y  данно�
го уравнения. В правой части уравнения стоит функция
f (x) = xex. Сравнивая с формой f (x) = e�x(P1(x)cos�x +
+ P2(x)sin�x), видим, что � = 1, � = 0, P1(x) = x — много�
член первой степени. Число 1 (� = 1) является корнем ха�
рактеристического уравнения, следовательно, существу�
ет частное решение вида �� � � �1 2( ( )cos ( )sin )xy xe Q x x Q x x
или � �1 0( ).xy xe A x A  Тогда

� � � � � �1 0 1 0 1( ) ( )x x xy e A x A xe A x A xe A

или

� � � � �2
1 1 0 0( (2 ) ),xy e A x A A x A

�� � � � � � � �2
1 1 0 0 1 1 0( (2 ) ) (2 2 )x xy e A x A A x A e A x A A

или

�� � � � � �2
1 1 0 1 0( (4 ) 2 2 ).xy e A x A A x A A

Подставим �� �, ,y y y  в левую часть заданного уравне�
ния y� – 4y� + 3y = xex, получим равенство

ex(A1x2 + (4A1 + A0)x + 2A1 + 2A0) –
– 4(ex(A1x2 + (2A1 + A0)x + A0)) +

+ 3xex(A1x + A0) = xex.

Раскрывая скобки и приводя подобные, получим ра�
венство, из которого найдем A1, A0:

–4A1x + 2A1 – 2A0 = x,

� ��
� � ��

1

1 0

4 1;

2 2 0;

A
A A

� � �	


	 � �
�

1

0

1;
4
1.
4

A

A

Подставляем в � �� � �1 1: .
4 4

xy y xe x  Это и есть частное

решение заданного уравнения.
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3. Сложим yодн = C1ex + C2e3x и � �� � �1 1
4 4

xy xe x  и по�

лучим общее решение заданного линейного неоднородно�

го уравнения: � �� � � � �3
1 2

1 1 .
4 4

x x xy C e C e xe x

Случай E (теорема о наложении решений).
Если правая часть уравнения (39) представлена в виде

суммы двух функций, т. е. дано уравнение y� + py� + qy =
= f1(x) + f2(x), и 1y — частное решение уравнения y� + py�+
+ qy = f1(x), а 2y — это частное решение уравнения y� +
+ py� + qy = f2(x), то � �1 2y y y  есть частное решение задан�
ного уравнения.

Пример 28. Найти общее решение уравнения y� – 3y� +
+ 2y = 3e2x + 2x2.

Р е ш е н и е.
1. Сначала найдем общее решение однородного урав�

нения: y� – 3y� + 2y = 0. Характеристическое уравнение
k2 – 3k + 2 = 0 имеет действительные и различные корни
k1 = 1 и k2 = 2 (случай 1 из табл. 11 разд. 6.1). Поэтому
yодн = C1ex + C2e2x.

2. Правая часть заданного уравнения представлена в
виде суммы двух функций: f1(x) = 3e2x и f2(x) = 2x2. По�
этому в соответствии со случаем E ищем сначала частное
решение уравнения:

y� – 3y� + 2y = 3e2x. (42)

Частное решение этого уравнения имеет вид � 2
1

xy Axe

(случай B). Дважды дифференцируя это равенство, нахо�
дим � ��1 1, :y y  � � �2 2

1 2 ,x xy Ae Axe  �� � � �2 2 2
1 2 2 4 .x x xy Ae Ae Axe

Подставив � ��1 1 1, ,y y y  в левую часть уравнения (42), получим:

2Ae2x + 2Ae2x + 4Axe2x – 3(Ae2x + 2Axe2x) + 2Axe2x = 3e2x;
2A + 2A + 4Ax – 3(A + 2Ax) + 2Ax = 3;

A = 3.

Следовательно, � 2
1 3 xy xe — частное решение уравне�

ния (42).
Теперь найдем частное решение уравнения

y� – 3y� + 2y = 2x2. (43)
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Частное решение уравнения (43) — это функция вида
� � �2

2 2 1 0y A x A x A (случай A). Дважды дифференцируя
это равенство, находим � ��2 2, :y y  � � �2 2 12 ,y A x A  �� �2 22 .y A
Подставив в левую часть уравнения (43) � ��2 2 2, , ,y y y  най�
дем A2, A1, A0:

2A2 – 3(2A2x + A1) + 2(A2x2 + A1x + A0) = 2x2;
2A2x2 + (–6A2 + 2A1)x + (2A2 – 3A1 + 2A0) = 2x2;

��
�� � ��
� � � ��

2

2 1

2 1 0

2 2;

6 2 0;

2 3 2 0;

A
A A

A A A

��
�� �
�
� ���

2

1

0

1;

3;

7.
2

A

A

A

Имеем � � �2
2

73
2

y x x — частное решение уравне�
ния (43).

Таким образом, учитывая, что частное решение задан�
ного уравнения равно сумме частных решений уравне�
ний (42) и (43), получим

� � � � � �2 2
1 2

73 3 .
2

xy y y xe x x

Отметим, что частное решение заданного уравне�
ния можно найти, не решая отдельно уравнения (42) и
(43). Согласно случаю D его можно искать сразу в виде:
� � � �2 2

2 1 0.xy Axe A x A x A
3. Общее решение заданного линейного неоднородно�

го уравнения имеет вид

� � � � � � � �2 2 2
одн 1 2

73 3 .
2

x x xy y y C e C e xe x x

Рассмотренные выше случаи A, B, C, и D, вообще гово�
ря, можно свести к двум более общим случаям, представ�
ленным в таблице 12.
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Пример 29. Найти общее решение уравнения y� – 2y� +
+ 10y = 37cos3x.

Р е ш е н и е.
1. Ищем общее решение однородного уравнения: y� –

– 2y� + 10y = 0, k2 – 2k + 10 = 0, k1 = 1 + 3i, k2 = 1 – 3i. Так
как корни комплексные, то yодн = ex(C1cos3x + C2sin3x).

2. Правая часть f (x) = 37cos3x содержит тригономет!
рическую функцию, следовательно, имеем дело со вторым
случаем из таблицы 12: � = 0, � = 3, P1(x) = 37, P2(x) = 0.
Поэтому частное решение запишем в следующем виде,
учитывая, что числа �3i не являются корнями характери!
стического уравнения: � �cos3 sin3 .y A x B x  Дифференци!
руя дважды последнее равенство, получим:

� � 	 
3 sin3 3 cos3 ;y A x B x

�� � 	 	9 cos3 9 sin3 .y A x B x

Подставляем в уравнение y� – 2y� + 10y = 37cos3x:

–9Acos3x – 9Bsin3x – 2(–3Asin3x + 3Bcos3x) +
+ 10(Acos3x + Bsin3x) = 37cos3x;

(A – 6B)cos3x + (B + 6A)sin3x = 37cos3x,

� � � � � � � � 	
�

� �������	� �������		�

�������	

��������
������	
��������
���
������

�����������������������
�����
���������
���������������	
����������������

���������������� !���"�#���!$%�����
����������������
������&��������
�������#��������'����&�������	
���&�������������������
����	

�����

�������	
�������	
(�����
������	
��������
���
������

� � � �� ��� � � � � �
����������������
	
����'�����������'�'�
'�����)���'����	
�����'�������
��	
�����������������	
����������������
������������&���
'�*++�,��������

� ��� � � �� #� �� ! � �!$% �� �� � � � � � � � � ��
����������������
����'���������
�������'�'�'�����)���'��������	
�'�������
����������������#������
��'����&����������&��'�*++�	
,����&�'����&)������-�������	
������.�����������'����&)���
���
/���(����0�������������������
�
�������#����

�
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� ��
� � ��

6 37;

6 0;

A B
B A

��
� � ��

1;

6.

A
B

Итак, частное решение имеет вид � �cos3 6sin3 .y x x
3. � � � � � �одн 1 2( cos3 sin3 ) cos3 6sin3xy y y e C x C x x x —

общее решение данного линейного неоднородного диф�
ференциального уравнения.

Пример 30. Найти общее решение уравнения y� + 5y� =
= e–5x.

Р е ш е н и е.
1. Решаем однородное уравнение: y�+ 5y�= 0, k2 + 5k = 0,

k1 = 0, k2 = –5, yодн = C1 + C2e–5x.
2. Найдем частное решение неоднородного уравнения.

В правой части заданного уравнения стоит показательная
функция f (x) = e–5x, т. е. это первый случай из таблицы 12.
Здесь P(x) = 1, b = –5. Тогда, учитывая, что число –5 —
корень кратности один, получаем: �� 5 .xy Axe  Найдем зна�
чение A:

� �� � �5 55 ;x xy Ae Axe

� ��� � � �5 510 25 .x xy Ae Axe

Подставим ��y  и �y  в заданное уравнение y� + 5y� = e–5x:

–10Ae–5x + 25Axe–5x + 5(Ae–5x – 5Axe–5x) = e–5x,

–10A + 25Ax + 5(A – 5Ax) = 1,

–5A = 1,

� �1.
5

A

Отсюда �� � 51 .
5

xy xe

3. Общее решение заданного уравнения имеет вид

� �� � �5 5
1 2

1 .
5

x xy C C e xe
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6.4.6.4.6.4.6.4.6.4.
ЛИНЕЙНЫЕ НЕОЛИНЕЙНЫЕ НЕОЛИНЕЙНЫЕ НЕОЛИНЕЙНЫЕ НЕОЛИНЕЙНЫЕ НЕОДНОРОДНОРОДНОРОДНОРОДНОРОДНЫЕДНЫЕДНЫЕДНЫЕДНЫЕ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯАВНЕНИЯАВНЕНИЯАВНЕНИЯАВНЕНИЯ
nnnnn�Г�Г�Г�Г�ГО ПОРЯДКА С ПОСТО ПОРЯДКА С ПОСТО ПОРЯДКА С ПОСТО ПОРЯДКА С ПОСТО ПОРЯДКА С ПОСТОЯННЫМИОЯННЫМИОЯННЫМИОЯННЫМИОЯННЫМИ
КККККОЭФФИЦИЕНТОЭФФИЦИЕНТОЭФФИЦИЕНТОЭФФИЦИЕНТОЭФФИЦИЕНТАМИ И ПРАМИ И ПРАМИ И ПРАМИ И ПРАМИ И ПРАВОЙАВОЙАВОЙАВОЙАВОЙ
Ч АЧ АЧ АЧ АЧ АСТЬЮ СПЕЦИАЛЬНОГСТЬЮ СПЕЦИАЛЬНОГСТЬЮ СПЕЦИАЛЬНОГСТЬЮ СПЕЦИАЛЬНОГСТЬЮ СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДАО ВИДАО ВИДАО ВИДАО ВИДА

Определение 16. Уравнение вида

y(n) + a1(x)y(n – 1) + a2(x)y(n – 2) + ... +
+ a(n – 1)(x)y� + an(x)y = f (x), (44)

где a1(x), a2(x), ..., an(x), f(x) — непрерывные функции в
интервале (a; b), называется линейным неоднородным диф�
ференциальным уравнением n�го порядка (n > 2).

Если f (x) = 0 в интервале (a; b), то уравнение (44) при�
нимает вид

y(n) + a1(x)y(n – 1) + a2(x)y(n – 2) + ... +
+ a(n – 1)(x)y� + an(x)y = 0. (45)

В этом случае уравнение называется линейным однород�
ным дифференциальным уравнением n�го порядка (n > 2).

Однородное уравнение называется соответствующим
неоднородному, если уравнение (45) имеет такие же ко�
эффициенты, как и уравнение (44).

Определение 17. Уравнение вида

y(n) + p1y(n – 1) + p2y(n – 2) + ... + p(n – 1)y�+ pny = f (x), (46)

где p1, p2, ..., pn — постоянные числа, называется линей�
ным неоднородным дифференциальным уравнением n�го
порядка с постоянными коэффициентами.

Определение 18. Уравнение вида

y(n) + p1y(n – 1) + p2y(n – 2) + ... + p(n – 1)y� + pny = 0, (47)

где p1, p2, ..., pn — постоянные числа, называется линей�
ным однородным дифференциальным уравнением n�го по�
рядка с постоянными коэффициентами.

Общее решение уравнения (46) имеет вид

� �одн ,y y y (48)
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где yодн — общее решение уравнения (47), y — частное
решение уравнения (46).

Методика подбора частного решения уравнения (46)
аналогична случаям A, B, C, D, E из раздела 6.3.

Пример 31. Найти частное решение уравнения ��� �y
�� � �2 ,y x  удовлетворяющее начальным условиям y(0) = 0,

y�(0) = 1, y�(0) = 2.
Р е ш е н и е.
1. Решим однородное уравнение: ��� �� � 0,y y  k3 – k = 0,

k(k2 – 1) = 0, k1 = 0, k2 = –1, k3 = 1. Согласно формуле (36) из
раздела 6.2 общее решение имеет вид yодн = C1e0 � x + C2e–x +
+ C3ex или yодн = C1 + C2e–x + C3ex.

2. Найдем частное решение неоднородного уравнения.
Это случай A из раздела 6.3: f (x) = –2x — многочлен пер#
вой степени. Число 0 — однократный корень характерис#
тического уравнения, поэтому частное решение имеет вид
� �1 0( ).y x A x A  Дифференцируя трижды, получим:

� � � � � �1 0 1 1 02 ;y A x A A x A x A

�� � 12 ;y A

��� � 0.y

Подставляем ��� �,y y  в левую часть заданного уравнения:

0 – (2A1x + A0) = – 2x;
–2A1x – A0 = – 2x;

� � ��
�� ��

1

0

2 2;

0;

A
A

��
� ��

1

0

1;

0.

A
A

Таким образом, частное решение имеет вид � 2.y x
3. Складывая общее и частное решения, получим об#

щее решение заданного уравнения: �� � � � �одн 1 2
xy y y C C e

� � 2
3 .xC e x
4. Теперь найдем частное решение, удовлетворяющее

данным начальным условиям. Найденное общее решение
продифференцируем дважды:
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y = C1 + C2e–x + C3ex + x2,
y� = – C2e–x + C3ex + 2x,

y� = C2e–x + C3ex + 2.

Подставляя начальные условия в последние три равен�
ства, получим систему уравнений:

�

�

�

� � � ��
� � � � � ��
� �� � � �	

2
1 2 3

2 3

2 3

;

2 ;

2;

x x

x x

x x

y C C e C e x

y C e C e x

y C e C e

� � ��
� � � �	
� � � �


1 2 3

2 3

2 3

0 ;

1 ;

2 2;

C C C

C C
C C

��
�
� � ��
�

���

1

2

3

0;

1;
2

1.
2

C

C

C

Отсюда искомое решение имеет вид

� �� � � � � � � �2 2
1 2 3

1 1 .
2 2

x x x xy C C e C e x e e x

ЗАДАНИЯ ДЛЯЗАДАНИЯ ДЛЯЗАДАНИЯ ДЛЯЗАДАНИЯ ДЛЯЗАДАНИЯ ДЛЯ
САМОСТСАМОСТСАМОСТСАМОСТСАМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РОЯТЕЛЬНОЙ РОЯТЕЛЬНОЙ РОЯТЕЛЬНОЙ РОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫАБОТЫАБОТЫАБОТЫАБОТЫ

ПРИМЕРЫ ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЙ
ТИПОВОГО РАСЧЕТА

Пример 32. Решить уравнение yIV = sin2x.
Р е ш е н и е. Это уравнение вида y(n) = f (x) (первый тип).

Общее решение этого уравнения получим, произведя пос�
ледовательно четыре интегрирования.

��
III

IVIV (
s

)
;in2 ,

d y
yx

dx
y

�
III( )

sin2 ;
d y

x
dx
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d(yIII) = sin2xdx;

�� �III( ) sin2 ;d y xdx

� � � �
II

III III
1

( )1 cos2 , ;
2

d y
y x C y

dx

� � �
II

1
( ) 1 cos2 ;

2
d y

x C
dx

� �� � �II
1

1( ) cos2 ;
2

d y x C dx

� � �� � �II
1

1( ) cos2 ;
2

d y xdx C dx

� � � � �
I

II II
1 2

1 sin2 , ;
4

dy
y x C x C y

dx

� � � �
I

1 2
1 sin2 ;
4

dy
x C x C

dx

� �� � � �I
1 2

1 sin2 ;
4

dy x C x C dx

� � � � �� � � �1 2
1 sin2 ;
4

dy xdx C xdx C dx

� � � � �2
1 2 3

1 cos2 ,
8 2

x
y x C C x C � � ;

dy
y

dx

� � � �
2

1 2 3
1 cos2 ;
8 2

dy xx C C x C
dx

� �� � � �� �
� 	

2

1 2 3
1 cos2 ;
8 2

xdy x C C x C dx

= + + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫1 2
2 3

1 cos2 .
8 2

C
dy xdx x dx C xdx C dx

� � � � �
3 2

1 2 3 4
1 sin2

16 6 2
x xy x C C C x C

— общее решение заданного уравнения.

Пример 33. Решить уравнение 
���� � 0.

y
y

x
Р е ш е н и е. Это уравнение вида y
 = f (x; y�), не содер�

жащее явно искомой функции y (второй тип). Введем за�
мену y� = z, y
 = z�, z = z(x). Тогда заданное уравнение за�
пишется в следующем виде:
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� � � 0;zz
x

� ;dz z
dx x

� ;zdz dx
x

� ;dz dx
z x

ln|z| = ln|x| + ln|C1|,

z = xC1.

Возвращаемся к исходной переменной �� �, :
dy

z y z
dx

� 1 ;
dy

C x
dx

=∫ ∫1 .dy C xdx

� �2
1 22

x
y C C

— общее решение заданного уравнения.
Пример 34. Решить уравнение yy� – y�2 = 0.
Р е ш е н и е. Это уравнение вида y� = f (y; y�), не содер�

жащее явно независимой переменной x (третий тип). Вве�

дем замену y� = z, z = z(y), �� � � .dzy z
dy

 Получим:

� � � �2 0;dzy z z
dy

� � � 2;dzy z z
dy

� � ;dzy z
dy

ydz = zdy;

� ;
dydz

z y

�� � ;
dydz

z y
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ln|z| = ln|y| + lnC1;
z = yC1.

Производим обратную замену:

� 1;
dy

yC
dx

dy = C1ydx;

� 1 ;
dy

C dx
y

�� �1 ;
dy

C dx
y

ln|y| = C1x + C2.

�� 1 2C x Cy e

— общее решение заданного уравнения.
Пример 35. Решить задачу Коши y� – (y�)2 + y�(y – 1) = 0,

y(0) = 2, y�(0) = 2.
Р е ш е н и е. Это уравнение третьего типа. Введем за�

мену y� = z, z = z(y), �� � �dzy z
dy

 и подставим в заданное урав�
нение:

� � � � �2 ( 1) 0.dz z z z y
dy

Далее учитывая, что z = y� � 0 (иначе получим проти�
воречие начальному условию), сократим на z:

� � � � � � �( 1) 0 или 1 .dz dzz y z y
dy dy

Последнее уравнение является линейным (dz/dy +

+ P(y)z = Q(y)). Введем замену: z = u 	v, � �� � � � �dz u v u v
dy

� � � � .du dvv u
dy dy

Тогда

� � � � � � �1 ;du dvv u u v y
dy dy

� �� � � � � �� 	

 �

1 ;du dvv u v y
dy dy
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� � ���
�
� � � �
��

0;

1 .

dv v
dy

du v y
dy

Решаем первое уравнение системы:

� ;dv v
dy

�� � ;dv dy
v

ln|v| = y;

v = ey.

Подставляем v = ey во второе уравнение системы:

� � �1 ;ydu e y
dy

eydu = (1 – y)dy;

��� �
1

;
y

y
du dy

e
� � � � �� � � � � � � � �� � � �(1 ) .y y y y yu y e dy e dy y e dy e y e dy

Последний интеграл вычисляем методом интегриро�
вания по частям:

� �� � �

� � � �

� � � � � � � �

� � � � � � � �

�
� 1

, , ,

( ) .

y y y

y y y y

y e dy u y du dy dv e v e

ye e dy ye e C

Отсюда

u = –e–y + ye–y + e–y + C1 = ye–y + C1;
z = u �v = (ye–y + C1) � ey = y + C1ey.

Возвращаемся к обратной замене z = y�:

� � 1 .ydy
y C e

dx
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Подставим начальные условия y = 2 и y� = 2:

2 = 2 + C1e2, C1 = 0.

Следовательно, y� = y.

� ;
dy

y
dx

�� � ;
dy

dx
y

ln|y| + ln|C1| = x;
ln|y �C2| = x;

ex = yC2.
y = C2ex

— общее решение заданного уравнения.
Подставим начальные условия x = 0 и y = 2 в общее

решение:
2 = C2e0;

C2 = 2 и y = 2ex

— частное решение.
Пример 36. По условию задачи составить дифференци�

альное уравнение и решить его.
При составлении дифференциального уравнения учи�

тывают геометрический и физический смысл производной.
1. Найти кривую, проходящую через точку B(–1; 1) и

такую, что тангенс угла наклона касательной в любой ее
точке равен квадрату ординаты точки касания.

Р е ш е н и е. В любой точке M(x; y) искомой кривой уг�
ловой коэффициент касательной должен быть равен квад�
рату ординаты точки касания (рис. 1). Исходя из геомет�
рического смысла первой производной, получаем следую�

щее дифференциальное уравнение: � 2.
dy

y
dx

 Решаем его:

� � � �
2

1,
dy

dx x C
yy

 или � �
�
1 .y

x C
 Полученное общее ре�

шение представляет семейство кривых, из которого необ�
ходимо выделить кривую, проходящую через заданную
точку B(–1; 1). Подставим в общее решение начальные
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условия и получим: � �
� �

11 ,
1 C

 C = 0, т. е. � � 1y
x

— урав�

нение искомой кривой.
2. Известно, что в течение 20 мин тело охлаждается от

100 до 60�С. Через какое время с момента начала охлаж�
дения температура тела понизится до 30�С, если темпе�
ратура окружающей среды составляет 20�С? (По закону
Ньютона скорость охлаждения тела пропорциональна раз�
ности температур тела и окружающей среды.)

Р е ш е н и е. Пусть x — температура тела в момент вре�
мени t (t будем измерять в минутах). Известно, что охлаж�
дение — процесс неравномерный. С изменением разности
температур в течение процесса меняется также и скорость
охлаждения тела. Переменная величина x зависит от пере�
менной величины t. Скорость изменения величины x — это

производная .dx
dt

 Согласно условию задачи дифференциаль�

ное уравнение, описывающее рассматриваемый процесс,

Рис. 1
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имеет вид � �( 20),dx k x
dt

 где k — некоторый коэффици�

ент пропорциональности. Решая это уравнение, получим:

�
�

,
20

dx kdt
x

 ln(x – 20) = kt + lnC, � �20ln ,x kt
C

 �� 20,kt xe
C

x = Cekt + 20 — общее решение дифференциального урав�
нения. Произвольная постоянная C определяется из на�
чального условия: при t0 = 0 температура тела x0 = 100�С.
Подставляя эти данные в общее решение, получим: 100 =
= Cek � 0 + 20, C = 80. Тогда x = 80ekt + 20 — частное реше�
ние. Учитывая, что при t1 = 20 температура тела x1 = 60�С,
найдем величину ek. Подставим в частное решение t1 и

x1: 60 = 80ek � 20 + 20, �20 1,
2

ke  � �� � �
� 	

1/20
1 .
2

ke  Отсюда полу�

чим частное решение: � �� �
1

20180 20.
2

t

x  Чтобы ответить

на вопрос задачи, надо найти значение t при x = 30�:

� �� �
1

20130 80 20,
2

t

 � ��
1

201 1 ,
8 2

t

 � 13 ,
20

t  t = 60 мин.

Следовательно, температура тела понизится до 30�С
через 1 ч после начала охлаждения.

3. Найти кривую, проходящую через точку D(0; 1), для
которой треугольник, образованный осью Oy, касатель�
ной к кривой в произвольной ее точке и радиусом�векто�
ром точки касания, — равнобедренный (причем основани�
ем его является отрезок касательной от точки касания до
оси Oy).

Р е ш е н и е. Пусть искомое уравнение кривой y = f (x).
Проведем касательную MN в произвольной точке кривой
M(x; y) до пересечения с осью Oy в точке N (рис. 1). По ус�

ловию задачи ON = OM, кроме того, � �2 2 .OM x y  Урав�
нение касательной имеет вид Y – y = y
(X – x). Полагая в нем
X = 0, из уравнения касательной находим Y = ON = y – xy
.
Выполнив несложные преобразования, получаем однород�
ное уравнение:

�� � �2 2 ,x y y xy
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� �� �
2 2

,
y x y

y
x

�
� � �

2 2

;
x yy

y
x x

� �� � � � � 	

 �

2

1 .
y y

y
x x

Полагая � ,
y

u
x

 y = u � x, � � � ,
dy du x u
dx dx

 приходим к

уравнению

� �� � � � �
2

1 ;du ux uxx u
dx x x

� � � � 21 ;du x u
dx

� � � 21 ;xdu u dx

� �
� 2

.
1

du dx
xu

После интегрирования получаем � � � �2ln 1 lnu u C
� lnx  или

� �� � � �� �
	 


2

ln 1 ln ln ;
y y

C x
x x

� �� � �� �
� 	

2

1 ;
y y C
x x x

� � �2 2 ;x y C y

� � �2 2 ;y x y C

� �� � �
2

2 2 2( ) ;x y C y

x2 = C(C – 2y)

— общее решение.
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Оно представляет собой семейство парабол, осью кото�
рых является ось Oy. Подставляя координаты точки D(0; 1)
в найденное общее решение, получим: 02 = C(C – 2 �1), C1 = 0
и C2 = 2. Из двух значений C решению задачи удовлетво�
ряет только второе, так как при C1 = 0 парабола вырожда�
ется в ось Oy. Таким образом, искомой кривой является

парабола x2 = 4(1 – y) или � � 211 .
4

y x

4. Найти кривую, проходящую через точку C(1; 1) и
обладающую тем свойством, что отрезок, отсекаемый ка�
сательной на оси ординат, равен абсциссе точки касания.

Р е ш е н и е. Напишем уравнение касательной в виде
уравнения прямой y = kx + b, где k — угловой коэффи�
циент касательной; b — отрезок, отсекаемый касатель�
ной на оси ординат. Так как угловой коэффициент k = y�,
то b = y – xy�. Согласно условию задачи b = x или y – xy� =
= x. Полученное уравнение является линейным: xy� – y =

= –x или � � � .
dy

x y x
dx

 Применяя подстановку y = u � v,

� � � � ,
dy du dvv u
dx dx dx

 получим � �� � � � � � � .du dvx v u u v x
dx dx

 Да�

лее, группируя члены и вынося за скобки множитель u,

получим � �� � � � .dv duu x v xv x
dx dx

 Перейдем к системе урав�

нений:

� � ��
�
� � �
	

0;

.

dvx v
dx

duxv x
dx

Решим первое уравнение: � � 0,dvx v
dx

 � ,dvx v
dx

 � ,dv dx
v x

интегрируем ln|v| = ln|x|, т. е. v = x. Подставляя v = x во вто�

рое уравнение системы, получим � � ,duxv x
dx

 � � � .dux x x
dx

Отсюда � �1,dux
dx

 � � ,dxdu
x

 u = ln|C| – ln|x|, � ln .Cu
x

 Общее

решение � � � �ln Cy u v x
x

 или � � ln Cy x
x

— уравнение се�

мейства кривых. Выделим из этого семейства искомую
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кривую, используя начальные условия y(1) = 1. Подста�
вим значения y = 1 и x = 1 в общее решение и найдем C:

� � ln ,Cy x
x

 � �1 1 ln ,
1
C

 C = e.

Следовательно, частное решение � �ln ey x
x

— уравне�
ние искомой кривой.

5. Локомотив движется по горизонтальному участку
пути со скоростью 90 км/ч. За какое время и на каком рас�
стоянии он будет остановлен тормозом, если сопротивле�
ние движению после начала торможения равно 0,3 его веса?

Р е ш е н и е. Пусть m — масса локомотива, s — путь
(в метрах), пройденный за время t (в секундах), g — ус�
корение силы тяжести (м/с2). Согласно второму закону
Ньютона дифференциальное уравнение движения локо�

мотива будет � �
2

2
0,3 .d sm mg

dt
 Сократив на m, получим

� �
2

2
0,3 .d s g

dt
 Пусть �ds v

dt
 и �

2

2
.d s dv

dtdt
 Тогда � �0,3 .dv g

dt
Решая это уравнение, получим dv = –0,3gdt, v = –0,3gt + C1.
Найдем значение произвольной постоянной C1. По усло�
вию задачи при t = 0 скорость равна v = 90 км/ч или
v = 25 м/с. Из соотношения v = –0,3gt + C1 получим 25 =

= – 0,3g �0 + C1, C1 = 25. Тогда v = –0,3gt + 25, � � �0,3 25.ds gt
dt

Решим это уравнение: ds = (–0,3gt + 25)dt, s = –0,15gt2 +
+ 25t + C2. Определим C2. Так как по условию при t = 0
s = 0, то получим 0 = –0,15g �02 + 25 �0 + C2, C2 = 0. Таким
образом, s = –0,15gt2 + 25t — частное решение, удовлет�
воряющее заданным начальным условиям.

Время торможения, в течение которого локомотив
будет остановлен тормозом, найдем из соотношения v =
=  –0,3gt  +  25  при  v = 0:  0  =  –0,3gt  +  25,  0,3gt =  25,

� � �
�

25 5 8,5 с.
0,3 0,3 9,8

t
g  Подставим этот результат в s =

= – 0,15gt2 + 25t и найдем тормозной путь s = –0,15gt2 + 25t =
= –0,15 � 9,8 � 8,52 + 25 � 8,5 � 106,3 м. Таким образом, s �
� 106,3 м — расстояние, пройденное локомотивом после

начала торможения.
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Пример 37. Исследовать, являются ли функции линей�
но зависимыми: 1) y1 = e3x, y2 = e5x; 2) y1 = x2, y2 = (2x)2.

Р е ш е н и е. Согласно определению 12* (глава 6) по�
лучим:

1) отношение � � �
5

2 2
3

1
const,

x
x

x

y e e
y e

 следовательно, функ�

ции y1 и y2 являются линейно независимыми;

2) � � �
2

2
2

1

1 const,
4(2 )

y x
y x

 поэтому функции y1 и y2 яв�

ляются линейно зависимыми.
Пример 38. Может ли быть функция y = C1e3x + C2e3x + 1 +

+ C3 общим решением линейного однородного дифферен�
циального уравнения третьего порядка с постоянными ко�
эффициентами?

Р е ш е н и е. Для того чтобы данная функция была об�
щим решением дифференциального уравнения, надо что�
бы функции y1 = e3x, y2 = e3x + 1, y3 = 1 являлись линейно
независимыми. Используем вронскиан:

3 3 1
1 2 3

3 3 1
1 2 3

3 3 1
1 2 3

6 1 6 1

1

( ) 3 3 0

9 9 0

0 27 0 27 0 0 0.

x x

x x

x x

x x

y y y e e
W x y y y e e

y y y e e

e e

�

�

�

� �

� � �� � �
�� �� ��

� � � � � � �

Учитывая, что W(x) = 0, делаем вывод о линейной за�
висимости функций y1 = e3x, y2 = e3x + 1, y3 = 1. Следова�
тельно, функция y = C1e3x + C2e3x + 1 + C3 не может быть
общим решением линейного однородного дифференциаль�
ного уравнения третьего порядка с постоянными коэффи�
циентами.

Пример 39. Найти общее решение линейного одно�
родного дифференциального уравнения с постоянными
коэффициентами: 1) y� + y� – 2y = 0; 2) y� – 2y� + y = 0;

3) y� – 4y�+ 13y = 0; 4) � � �
2

2
4 4 0;d s ds s

dtdt
 5) �� �� � �2 3 7 0;y y y

6) y� + 4y = 0.
Р е ш е н и е. Для нахождения общего решения линей�

ного дифференциального уравнения с постоянными коэф�
фициентами необходимо найти корни характеристичес�
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кого уравнения (30), а затем воспользоваться таблицей 11
из раздела 6.1.

1) y�+ y�– 2y = 0, k2 + k – 2 = 0, k1 = 1, k2 = 2, т. е. k1 и k2 —
действительные корни, k1 � k2. Это первый случай из табли�
цы 11, следовательно, y = C1ex + C2e2x — общее решение;

2) y� – 2y� + y = 0, k2 – 2k + 1 = 0, k1 = k2 = 1. Так как k1

и k2 — действительные корни и k1 = k2, то y = ex(C1 + C2x) —
общее решение;

3) y� – 4y�+ 13y = 0, k2 – 4k + 13 = 0, k1 = 2 + 3i, k2 = 2 – 3i,
k1 и k2 — комплексные сопряженные корни. Это случай 3
(� = 2, � = 3). Следовательно, y = e2x(C1cos3x + C2sin3x);

4) � � �
2

2
4 4 0d s ds s

dtdt
 или s� + 4s� + 4s = 0, k2 + 4k + 4 = 0,

k1 = k2 = –2. Согласно второму случаю общее решение:
y = e–2x(C1 + C2x);

5) �� �� � � � � �22 3 7 0, 2 3 7 0,y y y k k  � � � �1 23 2 ,k i k
� � �3 2 ,i  k1 и k2 — комплексные сопряженные корни.

Случай 3: �� �3
1 2( cos2 sin2 );xy e C x C x

6) характеристическое уравнение k2 + 4 = 0 имеет кор�
ни k1 = 2i и k2 = –2i. Согласно случаю 3 (� = 0, � = 2):
y = C1cos 2x + C2sin 2x.

Пример 40. Найти решение задачи Коши: 1) y� + 4y�+
+ 5y = 0, y(0) = – 3, y�(0) = 0; 2) y�– y�– 2y = 0, y(0) = 0, y�(0) = 3.

Р е ш е н и е.
1. Найдем сначала общее решение уравнения y� + 4y� +

+ 5y = 0. Характеристическое уравнение k2 + 4k + 5 = 0 име�
ет комплексные корни k1 = – 2 + i, k2 = – 2 – i. Поэтому со�
гласно случаю 3 из таблицы 11: y = e–2x(C1cosx + C2sinx) —
общее решение. Используя начальные условия, определя�
ем значения произвольных постоянных C1 и C2. Так как
y(0) = –3, то после подстановки x = 0 и y = –3 в общее реше�
ние получим –3 = e–2 � 0(C1cos0 + C2sin0), откуда C1 = –3.
Чтобы найти C2, продифференцируем общее решение:

y� = (e–2x(C1cosx + C2sinx))� =
= (e–2x)�(C1cosx + C2sinx) + e–2x(C1cosx + C2sinx)� =

= –2e–2x(C1cosx + C2sinx) + e–2x(C1(–sinx) + C2cosx) =
= e–2x((C2 – 2C1)cosx – (C1 + 2C2)sinx).
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Учитывая, что y�(0) = 0, найдем C2: 0 = e–2 � 0((C2 –
– 2C1)cos0 – (C1 + 2C2)sin0). Подставим C1 = –3, 0 = e–2 � 0((C2 –
– 2(–3))cos0 – (–3 + 2C2)sin0). Получаем C2 = –6. Теперь
подставляем C1 = –3 и C2 = –6 в общее решение и получа�
ем y = e–2x(–3cosx – 6sinx) или y = –3e–2x(cosx + 2sinx).

2. Составим характеристическое уравнение k2 – k – 2 = 0.
Решая это уравнение, получим k1 = –1 и k2 = 2. Так как
k1 � k2, то y = C1e–1x + C2e2x — общее решение. Найдем y�:
y�= –C1e–x + 2C2e2x. Используя начальные условия y(0) = 0,
y�(0) = 3, найдем значения произвольных постоянных C1

и C2:

�

�

� ��
� � � � ��

1 2
1 2

2
1 2

;

2 ;

x x

x x

y C e C e

y C e C e

� � �

�

� ��
�

� � ��

1 0 2 0
1 2

0 2 0
1 2

0 ;

3 2 ;

C e C e

C e C e

� ��
� � � ��

1 2

1 2

0 ;

3 2 ;

C C
C C

� ��
� ��

1

2

1;

1.

C
C

Подставим найденные значения произвольных посто�
янных в общее решение и получим частное решение:
y = – e–x + e2x.

Пример 41. Найти общее решение уравнения ��� ��� �2y y
�� � �2 0.y y
Р е ш е н и е. Решим характеристическое уравнение k3 –

– 2k2 – k + 2 = 0. Найдем один из его корней среди делите�
лей свободного коэффициента 2: �1, �2. Это k1 = 1, так
как 13 – 2 	12 – 1 + 2 = 0.

Известно, что если s — корень многочлена, то мно�
гочлен можно представить в виде произведения: anxn +
+ an – 1xn – 1 + ... + a1x + a0 = (x – s)(bnxn – 1 + bn – 1xn – 2 +
+... + b1). В нашем случае s = k1 = 1.
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Поделим многочлен k3 – 2k2 – k + 2 на двучлен k – 1:

�

� � � ��
� ��

�
�
� �

� �
�
� �

3 2

23 2

2

2

2 2 1
2

2 2

2 2

0

k

k k k k
k kk k

k

k k

k

k

Таким образом, наш многочлен можно представить в виде
произведения двух многочленов: k3 – 2k2 – k + 2 = (k – 1)(k2 –
– k – 2). Или (k – 1)(k2 – k – 2) = 0. Отсюда, решая уравнение
k2 – k – 2 = 0, находим k2 = –1 и k3 = 2. Тогда общее решение
дифференциального уравнения имеет вид y = C1e–x + C2ex +
+ C3e2x. Отметим, что k2 и k3 также можно было найти мето%
дом подбора среди делителей свободного коэффициента.

Пример 42. Найти общее решение уравнения ��� ��� �4y y
�� �4 0.y

Р е ш е н и е. Характеристическое уравнение k3 – 4k2 +
+ 4k = 0, k(k2 – 4k + 4) = 0 или k(k – 2)2 = 0 имеет корни:
k1 = k2 = 2, k3 = 0. Так как среди корней имеются равные
k1 = k2, то общее решение имеет вид y = C1e2x + C2xe2x +
+ C3 (по формуле � � �1 2 3

1 2 3
k x k x k xy C e C xe C e — частный слу%

чай формулы (37) при i = 2).
Пример 43. Найти общее решение уравнения � �V IVy y
��� �� �� � � � �2 2 0.y y y y
Р е ш е н и е. Составляем характеристическое уравне%

ние и находим его корни: k5 + k4 + 2k3 + 2k2 + k + 1 = 0.
Для того чтобы решить это уравнение, представим много%
член, стоящий в левой части, в виде произведения много%
члена и двучлена. Найдем один из корней уравнения сре%
ди делителей свободного коэффициента 1: �1. Это k1 = –1,
так как (–1)5 + (–1)4 + 2 � (–1)3 + 2 � (–1)2 + (–1) + 1 = 0.
Теперь поделим многочлен k5 + k4 + 2k3 + 2k2 + k + 1 на
двучлен k + 1 уголком:
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� � � � � ��
� ��

�
�

�

�
�

�

5 4 3 2

4 25 4

3 2

3 2

2 2 1 1
2 1

2 2

2 2

1

1

0

k k k k k k
k kk k

k k

k k

k

k

Таким образом, характеристическое уравнение мож�
но представить в следующем виде: (k + 1)(k4 + 2k2 + 1) = 0.
Решаем биквадратное уравнение: k4 + 2k2 + 1 = 0. Его кор�
ни k2 = i, k3 = –i, k4 = i, k5 = –i, т. е. получили пару комп�
лексных сопряженных корней кратности m = 2. Следова�
тельно, общее решение: y = C1e–x + C2e0 � xcosx + C3e0 � xsinx +
+ C4e0 � xxcosx + C5e0 � xxsinx или y = C1e–x + C2cosx + C3sinx +
+ C4xcosx + C5xsinx.

Пример 44. Найти общее решение уравнения y� + y� =
= 2x + 1.

Р е ш е н и е. Это линейное неоднородное дифферен�
циальное уравнение второго порядка с постоянными ко�
эффициентами (см. разд. 6.3). Его решение состоит их
трех этапов.

1. Сначала ищем общее решение соответствующего
однородного уравнения y� + y� = 0. Составляем характери�
стическое уравнение и решаем его: k2 + k = 0, k(k + 1) = 0,
k1 = 0 и k2 = –1. k1 � k2, следовательно, это случай 1 из таб�
лицы 11 и общее решение будет иметь вид yодн = C1e–x +
+ C2e0 � x или yодн = C1e–x + C2.

2. На втором этапе ищем частное решение заданного нео�
днородного уравнения. Вид частного решения зависит от
вида правой части неоднородного уравнения. f (x) = 2x + 1 —
многочлена первой степени (случай A из разд. 6.3). С уче�
том того, что один из корней характеристического уравне�
ния равен нулю искомое частное решение заданного урав�
нения имеет вид � �� �1 0y x A x A  или � �2

1 0 .y A x A x
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Заметим, что аналогичный результат может быть
получен, если воспользоваться таблицей 12 (случай I при
b = 0, P(x) = 2x + 1 и учесть, что b — однократный ко�
рень характеристического уравнения).

Определим коэффициенты A1, A0. Найдем � ��,y y  и под�
ставим в левую часть заданного уравнения:

� ��� � �1 0 12 , 2 ;y A x A y A

2A1 + 2A1x + A0 = 2x + 1;

2A1x + (2A1 + A0) = 2x + 1.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степе�
нях переменной x, получаем следующую систему:

��
� � ��

1

1 0

2 2;

2 1.

A
A A

Решая систему, найдем A1 = 1, A0 = –1. Теперь под�
ставим найденные коэффициенты в � �2

1 0y A x A x  и по�
лучим частное решение данного неоднородного уравне�
ния: � �2 .y x x

3. На третьем этапе складываем общее решение одно�
родного уравнения yодн = C1e–x + C2 и частное решение не�
однородного уравнения � �2 .y x x  Таким образом, мы по�
лучили общее решение заданного уравнения y = C1e–x +
+ C2 + x2 – x.

Пример 45. Найти общее решение уравнения y� – 2y� +
+ y = 2ex.

Р е ш е н и е. Это дифференциальное уравнение явля�
ется линейным неоднородным. Чтобы получить его реше�
ние, необходимо последовательно выполнить следующие
действия.

1. Находим общее решение однородного уравнения y� –
– 2y� + y = 0. Характеристическое уравнение k2 – 2k + 1 = 0
имеет следующие корни k1 = k2 = 1, yодн = (C1 + C2x)ex (слу�
чай 2 из табл. 11).

2. Правая часть заданного уравнения является показа�
тельной функцией f (x) = 2ex (случай B из разд. 6.3). Так как
в данном случае корень характеристического уравнения
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b = 1 имеет кратность 2, то частное решение данного урав�
нения ищем в виде � 2 .xy Ax e

Аналогичный результат можно получить, если вос�
пользуемся таблицей 12 (случай I при b = 0, P(x) = 2 —
const с учетом того, что b — двукратный корень харак�
теристического уравнения).

Дифференцируя дважды последнее равенство, полу�
чим � � � 22 ,x xy Axe Ax e  �� � � � � 22 2 2x x x xy Ae Axe Axe Ax e
или �� � � � 22 4 .x x xy Ae Axe Ax e  Подставляя � ��, ,y y y  в ле�
вую часть заданного уравнения, получим 2Aex + 4Axex +
+ Ax2ex – 2(2Axex + Ax2ex) + Ax2ex = 2ex. Отсюда найдем A:
2A + 4Ax + Ax2 – 2(2Ax + Ax2) + Ax2 = 2, 2A = 2, A = 1. Под�
ставляем в � 2 xy Ax e  и получаем � 2 .xy x e

3. Складываем общее решение yодн = (C1 + C2x)ex и ча�
стное решение � 2 .xy x e  Получаем y = (C1 + C2x)ex + x2ex —
общее решение заданного линейного неоднородного диф�
ференциального уравнения.

Пример 46. Найти общее решение уравнения y� +
+ y = sin2x.

Р е ш е н и е. Данное уравнение является линейным
неоднородным дифференциальным уравнением с постоян�
ными коэффициентами.

1. Найдем общее решение однородного уравнения y� +
+ y = 0. Характеристическое уравнение k2 + 1 = 0 имеет
комплексные корни k1 = i и k2 = –i. Используя таблицу 11,
получаем yодн = e0 � x(C1cosx + C2sinx) или yодн = C1cosx +
+ C2sinx.

2. В правой части заданного уравнения стоит тригоно�
метрическая функция f (x) = sin2x. Это случай C из разде�
ла 6.3 при � = 0, a = 0, � = 2, b = 1 (или случай II из табл. 12
при � = 0, P1(x) = 0, � = 2, P2(x) = 1), причем числа �2i не
являются корнями характеристического уравнения. Поэто�
му частное решение имеет вид � ��� �0 cos2 sin2xy e A x B x
или � �cos2 sin2 .y A x B x  Дважды дифференцируя после�
днее равенство, получим � ��, :y y

� � � 	2 sin2 2 cos2 ;y A x B x
�� � � �4 cos2 4 sin2 .y A x B x
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Подставим ��,y y  в левую часть заданного уравнения
и получим равенство, из которого найдем коэффициен�
ты A, B:

–4Acos2x – 4Bsin2x + Acos2x + Bsin2x = sin2x;
–3Acos2x – 3Bsin2x = sin2x;

� ��
�� ��

3 0;

3 1;

A
B

���
� � ���

0;

1.
3

A

B

� �1 sin2
3

y x — частное решение линейного неоднородно�

го дифференциального уравнения.
3. Искомое решение (согласно теореме 6) равно сумме

общего решения соответствующего однородного уравне�
ния и частного решения данного неоднородного уравне�

ния: � � � � �одн 1 2
1cos sin sin2 .
3

y y y C x C x x

Пример 47. Найти общее решение уравнения y� –
– y = 2xsinx.

Р е ш е н и е. Данное уравнение является линейным
неоднородным уравнением.

1. Решим однородное уравнение y� – y = 0. Составим
характеристическое уравнение и решим его: k2 – 1 = 0,
k1 = –1, k2 = 1, отсюда общее решение: yодн = C1e–x + C2ex

(см. табл. 11).
2. Сравнивая правую часть f (x) = 2xsin x с f(x) =

= e�x(P1(x)cos�x + P2(x)sin�x) (см. случай D разд. 6.3 или
случай II из табл. 12), заключаем, что � = 0, � = 1, P1(x) = 0,
P2(x) = 2x — многочлен первой степени. Числа � � �i = �i не
являются корнями характеристического уравнения. В этом
случае частное решение имеет вид ��� � �1( )cosxy e Q x x

�� �2 ( )sinQ x x  или � � � �( )cos ( )sin .y Ax B x Cx D x  Дважды
дифференцируя это равенство, получим:

� � � 	 	 	 	cos ( )sin sin ( )cos ;y A x Ax B x C x Cx D x
� � � � � � �( )cos ( )sin ;y A Cx D x C Ax B x
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�� � � � � � � � �cos ( )sin sin ( )cos ;y C x A Cx D x A x C Ax B x
�� � � � � � � �(2 )cos ( 2 )sin .y C Ax B x A Cx D x

Подставив ��,y y  в левую часть уравнения y�– y = 2xsinx,
получим:

(2C – Ax – B)cosx + (–2A – Cx – D)sinx –
– (Ax + B)cosx + (Cx + D)sinx = 2xsinx,

–2Axcosx + (2C – 2B)cosx –
– 2Cxsinx – (2A + 2D)sinx = 2xsinx.

Приравнивая коэффициенты при xcosx, cosx, xsinx, sinx
в обеих частях равенства, получаем систему четырех урав�
нений относительно искомых коэффициентов A, B, C, D:

� ��
� � ��
�� ��
�� � ��

2 0;

2 2 0;

2 2;

(2 2 ) 0.

A
C B

C
A D

Решив эту систему, получим: A = 0, B = –1, C = –1,
D = 0 и � � �cos sin .y x x

3. Складывая yодн и ,y  получим общее решение задан�
ного уравнения: y = C1e–x + C2ex – cosx – sinx.

Пример 48.
1. Указать вид частного решения линейного неодно�

родного дифференциального уравнения с постоянными
коэффициентами, у которого корни характеристического
уравнения k1 = 2, k2 = 1 и правая часть функция f (x) = 2e–x.

2. Восстановить запись линейного неоднородного диф�
ференциального уравнения с постоянными коэффициен�
тами из условия 1) и найти его общее решение.

Р е ш е н и е.
1. Так как правая часть это функция f (x) = 2e–x, то

имеем дело со случаем B из раздела 6.3 (f (x) = aebx (a � 0)).
У нас число b = –1 не является корнем характеристичес�
кого уравнения, следовательно, частное решение имеет
вид �� ,xy Ae  где A — подлежащий определению коэффи�
циент (или см. случай I из табл. 12).

2. Учитывая, что корни характеристического уравнения
k1 = 2, k2 = 1, и используя теорему Виета, имеем следующее
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характеристическое уравнение: k2 – 3k + 2 = 0. Следова�
тельно, искомое уравнение y� – 3y� + 2y = 2e–x. Решим его:

а) общее решение соответствующего однородного урав�
нения имеет вид y = C1ex + C2e2x;

б) найдем частное решение неоднородного уравнения.
Учитывая, что число b = –1 не является корнем характе�
ристического уравнения, частное решение можно найти

по формуле �
� �2

,
bxaey

b pb q
 т. е. 

�
�� �

� � � �2

2 1 ;
3( 1) 3( 1) 2

x
xey e

в) таким образом, общее решение уравнения y� – 3y� +

+ 2y = 2e–x имеет вид �� � �2
1 2

1 .
3

x x xy C e C e e
Пример 49. Найти частное решение уравнения y� –

– 3y� = x + cosx, удовлетворяющее начальным условиям:

�� � �1(0) 0, (0) .
9

y y

Р е ш е н и е. Это линейное неоднородное дифференци�
альное уравнение с правой частью специального вида, при�
чем правая часть является суммой двух функций.

1. Найдем сначала общее решение однородного урав�
нения y� – 3y� = 0, k2 – 3k = 0, k(k – 3) = 0, k1 = 0, k2 = 3.
Тогда yодн = C1e0 � x + C2e3x = C1 + C2e3x.

2. На втором этапе найдем частное решение данного урав�
нения. Правая часть уравнения представлена в виде суммы
многочлена первой степени f1(x) = x и тригонометричес�
кой функции f2(x) = cos x. Это случай E из раздела 6.3.

Решаем сначала уравнение

y� – 3y� = x. (49)

С учетом того, что число 0 является однократным кор�
нем характеристического уравнения, частное решение урав�
нения (49) будем искать в виде � �1 1 0( )y x A x A  (случай A
из разд. 6.3 или случай I из табл. 12 при b = 0, P(x) = x,
причем b — однократный корень характеристического
уравнения). Найдем � ��1 1, :y y  � � � � � �1 1 0 1 1 02 ,y A x A A x A x A
�� �1 12 .y A  Подставляем � ��1 1,y y  в левую часть уравнения (49):

2A1 – 3(2A1x + A0) = x;
–6A1x + 2A1 – 3A0 = x;
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� ��
� � ��

1

1 0

6 1;

2 3 0;

A
A A

� � ��
�
� � �
�

1

0

1;
6
1.
9

A

A

Частное решение уравнения (49) имеет вид �� � �1
1
6

y x x

�� 1 .
9

Далее решим уравнение

y� – 3y	 = cos x. (50)

Используем случай C из раздела 6.3 при 
 = 0, a = 1,
� = 1, b = 0, причем числа �i не являются корнями харак�
теристического уравнения. Тогда частное решение имеет
вид �� �0

2 ( cos sin )xy e A x B x  или � �2 cos siny A x B x  (тот
же результат получим, если воспользуемся таблицей 12
при 
 = 0, P1(x) = 1, � = 2, P2(x) = 0). Дважды дифферен�
цируя последнее равенство, получим � ��2 2, :y y

� � � �2 sin cos ;y A x B x
�� � � �2 cos sin .y A x B x

Подставляем � ��1 1,y y  в левую часть уравнения (50):

– Acosx – Bsinx – 3(–Asinx + Bcosx) = cosx;
(–A – 3B)cosx + (3A – B)sinx = cosx;

� � ��
� � ��

3 1;

3 0;

A B
A B

� � ��
�
� � �
�

1 ;
10
3 .

10

A

B

Частное решение уравнения (50) имеет вид = − −2
1 cos

10
y x

− 3 sin ,
10

x  и, следовательно, частное решение заданного

уравнения:
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� �� � � � � � �1 2
1 1 1 3cos sin .
6 9 10 10

y y y x x x x

3. Искомое решение (согласно теореме 6) равно сумме
общего решения соответствующего однородного уравнения
и частного решения данного неоднородного уравнения:

� �� � � � � � � � �3
одн 1 2

1 1 1 3cos sin .
6 9 10 10

xy y y C C e x x x x

4. Найдем частное решение заданного уравнения, удов�
летворяющее данным начальным условиям. Продиффе�
ренцируем найденное общее решение:

� �� � � � � � �3
1 2

1 1 1 3cos sin ;
6 9 10 10

xy C C e x x x x

� � � � � � �3
2

1 1 1 1 33 sin cos .
6 9 6 10 10

xy C e x x x x

Подставим начальные условия в последние три равен�
ства и получим систему уравнений, из которой найдем
значения произвольных постоянных C1, C2:

� �� � � � � � � ��
	
� 
 � � � � � �
�

3
1 2

3
2

1 1 1 3cos sin ;
6 9 10 10

1 1 1 1 33 sin cos ;
6 9 6 10 10

x

x

y C C e x x x x

y C e x x x x

� ��

�

� � � � � � � ��
	
�� � � � � � �
�

0
1 2

3 0
2

1 1 1 30 0 0 cos0 sin0;
6 9 10 10

1 1 1 1 1 33 0 0 sin0 cos0;
9 6 9 6 10 10

xC C e

C e

� � � ��
�
�� � � �
�

1 2

2

10 ;
10

1 1 33 ;
9 9 10

C C

C

���
� ���

1

2

0;

1 .
10

C

C
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Таким образом,

� �
� �

� � � � � � � �

� � � � � �

3
1 2

3

1 1 1 3cos sin
6 9 10 10

1 1 1 1 3cos sin
10 6 9 10 10

x

x

y C C e x x x x

e x x x x

— частное решение заданного уравнения, удовлетворяю�
щее данным начальным условиям.

ВАРИАНТЫ ТИПОВОГО РАСЧЕТА
«ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ»

Задача 11. Найти общее решение дифференциального
уравнения (табл. 13).

Задача 12. Найти общий интеграл дифференциально�
го уравнения (табл. 14).

Задача 13. Найти частное решение или частный ин�
теграл дифференциального уравнения, удовлетворяющее
данным начальным условиям (табл. 15).

Задача 14. По условию задачи составить дифференци�
альное уравнение и решить его (табл. 16).

Задача 15. Исследовать, являются ли функции линей�
но зависимыми (табл. 17).

Задача 16. Может ли функция y быть общим решением
линейного однородного с постоянными коэффициентами
дифференциального уравнения третьего порядка (табл. 18)?

Задача 17. Найти общее решение линейного однород�
ного дифференциального уравнения с постоянными коэф�
фициентами (табл. 19).

Задача 18. Найти решение задачи Коши (табл. 20).
Задача 19. Указать вид частного решения линейного

неоднородного дифференциального уравнения с постоян�
ными коэффициентами, корни характеристического урав�
нения и правая часть (функции f (x)) которого приведены
ниже (табл. 21).

Задача 20. Восстановить запись линейных неоднород�
ных дифференциальных уравнений с постоянными ко�
эффициентами из условия предыдущей задачи и найти их
общее решение.

Задача 21. Решить задачу Коши (табл. 22).
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СИСТЕМЫ ОБЫКНОВЕННЫХСИСТЕМЫ ОБЫКНОВЕННЫХСИСТЕМЫ ОБЫКНОВЕННЫХСИСТЕМЫ ОБЫКНОВЕННЫХСИСТЕМЫ ОБЫКНОВЕННЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙАВНЕНИЙАВНЕНИЙАВНЕНИЙАВНЕНИЙ

7.1.7.1.7.1.7.1.7.1.
ИНТЕГРИРОВАНИЕ СИСТЕМ ОБЫКНОВЕННЫХИНТЕГРИРОВАНИЕ СИСТЕМ ОБЫКНОВЕННЫХИНТЕГРИРОВАНИЕ СИСТЕМ ОБЫКНОВЕННЫХИНТЕГРИРОВАНИЕ СИСТЕМ ОБЫКНОВЕННЫХИНТЕГРИРОВАНИЕ СИСТЕМ ОБЫКНОВЕННЫХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙАВНЕНИЙАВНЕНИЙАВНЕНИЙАВНЕНИЙ

Часто при решении прикладных задач требуется най�
ти функции y1 = y1(x), y2 = y2(x), ..., yn = yn(x), которые
удовлетворяют системе дифференциальных уравнений,
содержащих аргумент x, искомые функции y1, y2, ..., yn и

их производные 1 2, ,..., .ndydy dy
dx dx dx

Рассмотрим систему уравнений первого порядка:

� ��
�
� ��
�
�� � � � � � � � � � � � � � � � � �
�
� ���

1
1 1 2

2
2 1 2

1 2

( , , , ..., );

( , , , ..., );

( , , , ..., ),

n

n

n
n n

dy
f x y y y

dx
dy

f x y y y
dx

dy
f x y y y

dx

(51)

где y1, y2, ..., yn — искомые функции, x — аргумент.
Система вида (51), т. е. такая система, в которой в ле�

вых частях всех уравнений стоят производные первого
порядка, а правые части не содержат производные, назы�
вается нормальной.

Совокупность функций yi = yi(x, C1, C2, ..., Cm), i = 1,
2, ..., n, будем называть общим решением системы (51) в
некоторой области D, если, выбирая соответствующим
образом постоянные C1, C2, ..., Cm, мы можем получить



7. Системы обыкновенных дифференциальных уравнений 119119119119119

любое решение, график которого проходит в этой облас�
ти. Чаще всего бывает m = n.

Проинтегрировать систему — значит определить
функции y1, y2, ..., yn, удовлетворяющие системе (51).
Пусть для системы (51) заданы начальные условия:

� � �
� � �

0 0 0
1 10 2 20 0, , ... , .n nx x x x x x

y y y y y y (52)

Тогда решить задачу Коши для системы (51) с данными
начальными условиями (52) — значит определить функции
y1, y2, ..., yn, удовлетворяющие системе (51) и начальным
условиям (52).

Опишем процедуру интегрирования системы вида (51).
Сначала дифференцируем по переменной x первое

уравнение системы (51), при этом получим

� � �� � � �
� � �

2
1 11 1 1

2
1

... .n

n

dyd y dyf f f
x y dx y dxdx

(53)

Далее в правой части уравнения (53) заменим произ�

водные 1 2, , ..., ndydy dy
dx dx dx

 их выражениями f1, f2, ..., fn из

уравнений (51), в результате получим уравнение

�
2

1
2 1 22

( , , , ..., ).n
d y

F x y y y
dx

(54)

Теперь продифференцируем уравнение (54) и произ�
ведем замену, аналогичную предыдущей, получим урав�
нение

�
3

1
3 1 23

( , , , ..., ).n
d y

F x y y y
dx

Продолжая далее аналогичным образом, получим, на�
конец, уравнение

�1
1 2( , , , ..., ).

n

n nn

d y
F x y y y

dx
(55)

Перепишем полученные уравнения и запишем следую�
щую систему:
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1
1 1 2

2
1

2 1 22

1
1 2

( , , , ..., );

( , , , ..., );

. . . . . . . . . . .

( , , , ..., ).

n

n

n

n nn

dy
f x y y y

dx
d y

F x y y y
dx

d y
F x y y y

dx

(56)

Из первых (n – 1) уравнения системы (56) определим
y2, y3, ..., yn, выразив их через x, y1 и производные

�

�

2 1
1 1 1

2 1
, , ..., :

n

n

dy d y d y
dx dx dx

�

�

�

� �� �
�

�� ��
�
�
� �� �	

( 1)
2 2 1 1 1

( 1)
3 3 1 1 1

( 1)
1 1 1

( , , , ..., );

( , , , ..., );

. . . . . . . . . . .

( , , , ..., ).

n

n

n
n n

y x y y y

y x y y y

y x y y y

(57)

Подставив эти выражения в последнее из уравнений (56),
получим уравнение n�го порядка для определения y1:

��� � ( 1)1
1 1 1( , , , ..., ).

n
n

n

d y
x y y y

dx
(58)

Далее, решив уравнение (58), получим

y1 = �1(x, C1, C2, ..., Cn). (59)

Вычислив производные 
�

�

2 1
1 1 1

2 1
, , ...,

n

n

dy d y d y
dx dx dx

 и подста�

вив их в уравнения (57), найдем остальные неизвестные
функции и получим общее решение системы дифферен�
циальных уравнений (51):

� ��
� � ��� � ��
�
�

� ���

1 1 1 2

2 2 1 2

3 3 1 2

1 2

( , , , ..., );

( , , , ..., );

( , , , ..., );

. . . . . . . . . .

( , , , ..., ).

n

n

n

n n n

y x C C C

y x C C C
y x C C C

y x C C C

(60)
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И наконец, для поиска частного решения системы (51),
удовлетворяющего данным начальным условиям (52), из
системы (60) после подстановки в ее уравнения усло�
вий (52) найдем значения констант C1, C2, ..., Cn.

Пример 50. Найти частное решение системы дифферен�
циальных уравнений, приведенной к нормальному виду:

�

� ��
� � � � ��

;

,t t

x y

y x e e (61)

удовлетворяющее следующим начальным условиям:

x|t = 0 = x(0) = 0, y|t = 0 = y(0) = 2. (62)

Р е ш е н и е. Применим процедуру, описанную выше.
Сначала продифференцируем первое уравнение систе�
мы (61) по переменной t:

x� = y�. (63)

Подставив в уравнение (63) выражение для y� из вто�
рого уравнения системы (61), получим линейное неодно�
родное уравнение второго порядка с постоянными коэф�
фициентами:

x� = x + et + e–t. (64)

Используя методы решения ДУ, описанные в разде�
лах 6.3 и 6.4, применяя также теорему о наложении ре�
шений (случай E из разд. 6.3), получим общее решение
уравнения (64):

� �� � � �1 2
1 1 .
2 2

t t t tx C e C e te te (65)

Из первого уравнения системы (61) найдем

� � ��� � � � � � �1 2
1 1 1 1 .
2 2 2 2

t t t t t ty x C e C e e te e te (66)

Таким образом, общее решение системы (61) примет вид:

� �

� � �

� � � � ��
�
� � � � � � �
�

1 2

1 2

1 1 ;
2 2
1 1 1 1 .
2 2 2 2

t t t t

t t t t t t

x C e C e te te

y C e C e e te e te
(67)
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Для краткости записи, используя гиперболические
функции, общее решение (67) можно переписать следую�
щим образом:

�

�

� � � ��
�

� � � � ��
1 2

1 2

sh ;

sh ch .

t t

t t

x C e C e t t

y C e C e t t t (68)

Для поиска частного решения системы (61) подставим
в общее решение (67) начальные условия (62) и запишем
полученную систему уравнений для определения значе�
ний коэффициентов C1 и C2:

� ��
� � ��

1 2

1 2

0;

2.

C C
C C (69)

Решая систему (69), найдем, что C1 = 1, C2 = –1, отку�
да получим требуемое частное решение:

�

�

� � � ��
�

� � � � ��

sh ;

ch .

t t

t t

x e e t t

y e e t t t

Замечание 1. Стоит отметить, что описанный выше и
разобранный в примере 50 способ решения нормальных
систем ДУ не является универсальным в том смысле, что
полученное в итоге дифференциальное уравнение не все�
гда можно решить теми способами, которые приводятся в
настоящем учебном пособии. Для иллюстрации рассмот�
рим такую систему ДУ.

Пример 51. Найти общее решение системы ДУ:

�� � ��
�

�� � �
	

;

.

t xx
y

t xy
x

(70)

Р е ш е н и е. Предварительно убедимся, что рассмот�
ренный выше метод приводит к достаточно сложному (не�
линейному) ДУ. Для этого продифференцируем первое
уравнение системы (70) по переменной t и получим

� �� � ��� �
2

(1 ) ( )
.

x y t x y
x

y (71)
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После подстановки в уравнение (71) выражения для y�
имеем

� �� � ��� �
2

(1 ) ( )
.

x y t x y
x

y (72)

Таким образом, получаем систему уравнений вида (56):

�� � ���
� �� �� �� � �
�	

2 2

2

;

(1 )
.

t xx
y

x t xx
y xy

(73)

Теперь выразим из первого уравнения системы (73)
неизвестную функцию y и получим ДУ второго порядка:

� ���� � �� � �
� �

2 2 1( ) 0.
( )

x tx x x
x t x x t (74)

Очевидно, что найти общее решение ДУ (74) непросто,
поэтому рассмотрим другой способ решения такой систе&
мы ДУ, называемый методом интегрируемых комбина�
ций. Суть этого метода состоит в том, что система уравне&
ний приводится к такому виду, что одно из полученных
уравнений достаточно легко интегрируется.

Преобразуем уравнения системы (70) к следующему
виду:

� � ��
� � � ��

;x y t x
y x t x (75)

и после сложения уравнений, получим

(xy)� = 2t. (76)

Теперь заменим произведение функций xy = x(t) �y(t)
одной функцией переменной t: xy = z = z(t) и получим ДУ
с разделяющимися переменными:

z� = 2t. (77)

Решив уравнение (76) методом разделения переменных,

получим z = t2 + C1 или xy = t2 + C1, откуда 
��

2
1 .

t C
x

y
 Пос&

ле подстановки выражения для x во второе уравнение сис&
темы (75) получим следующее ДУ:



124124124124124  Практикум и индивидуальные задания по дифференциальным уравнениям

� �� �� � �� 	

 �

2 2
1 1 .

t C t C
y t

y y
(78)

После алгебраических преобразований запишем ли�
нейное ДУ первого порядка:

� �� � � �� �	
 �2
1

1.ty y
t C

(79)

Осталось применить стандартный способ решения ли�
нейных ДУ первого порядка, описанный в разделе 3.3.
В результате получим общее решение уравнения (78):

� � �
� �

22
1

2
1

ln .
C

y t C
t t C

(80)

И наконец, после подстановки найденной функции в
выражение для x получим общее решение системы ДУ (70):

� �
��

�� � ��
�
� � � �
� � ��

2
1

2

2
1

22
1

2
1

;
ln

ln .

t C
x

C

t t C

C
y t C

t t C

Заметим, что в дальнейшем мы ограничимся рассмот�
рением только систем линейных ДУ первого порядка с
постоянными коэффициентами.

7.2.7.2.7.2.7.2.7.2.
ОДНОРООДНОРООДНОРООДНОРООДНОРОДНЫЕ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХДНЫЕ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХДНЫЕ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХДНЫЕ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХДНЫЕ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙАВНЕНИЙАВНЕНИЙАВНЕНИЙАВНЕНИЙ
ПЕРВОГПЕРВОГПЕРВОГПЕРВОГПЕРВОГО ПОРЯДКАО ПОРЯДКАО ПОРЯДКАО ПОРЯДКАО ПОРЯДКА

С ПОСТС ПОСТС ПОСТС ПОСТС ПОСТОЯННЫМИ КОЯННЫМИ КОЯННЫМИ КОЯННЫМИ КОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТОЭФФИЦИЕНТОЭФФИЦИЕНТОЭФФИЦИЕНТОЭФФИЦИЕНТАМИ.АМИ.АМИ.АМИ.АМИ.
МЕТМЕТМЕТМЕТМЕТОООООД ХАРД ХАРД ХАРД ХАРД ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ УРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ УРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ УРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ УРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙАВНЕНИЙАВНЕНИЙАВНЕНИЙАВНЕНИЙ

Пусть дана система n линейных однородных ДУ пер�
вого порядка с n неизвестными функциями, коэффициен�
ты которой постоянные:
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� � � � ��
�
� � � � ��
�
�
�
� � � � ���

1
11 1 12 2 1

2
21 1 22 2 2

1 1 2 2

... ;

... ;

. . . . . . . . . . . . .

... .

n n

n n

n
n n nn n

dx
a x a x a x

dt
dx

a x a x a x
dt

dx
a x a x a x

dt

(81)

Искомые неизвестные функции: x1(t), x2(t), ..., xn(t);

1 2, , ..., ndxdx dx
dt dt dt

— производные от соответствующих

функций по переменной t (эти производные часто обозна�
чают � � �1 2, , ..., nx x x  соответственно). Рассмотренную сис�
тему можно записать в матричной форме:

�� .x Ax (82)

В записи системы (82) 

� �
� �
� ��
� �
� �
� �

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

...

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

A — матрица

коэффициентов системы; 

� �
� �
� ��
� �
� �
� �

1

2

...

n

x
x

x

x — столбец неизвестных

функций; 

� �
� �
� ��
� �
� �
� �

�
�

�

�

1

2

...

n

x
x

x

x — столбец производных неизвестных

функций.
Будем искать частное решение системы (81) в виде:

x1 = �1ekt, x2 = �2ekt, ..., xn = �nekt. Необходимо найти такие
значения постоянных �1, �2, ..., �n и k, чтобы функции �1ekt,
�2ekt, ..., �nekt удовлетворяли системе уравнений (81). Под�
ставляя функции �1ekt, �2ekt, ..., �nekt и их производные
�1kekt, �2kekt, ..., �nkekt в систему (81), получим:
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� � � � � � � ��
� � � � � � � � ��
�
�
� � � � � � � � ��

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

( ... ) ;

( ... ) ;

. . . . . . . . . . . . . . . .

( ... ) .

kt kt
n n

kt kt
n n

kt kt
n n n nn n

k e a a a e

k e a a a e

k e a a a e

(83)

После сокращения на ekt получим систему линейных
алгебраических уравнений относительно �1, �2, ..., �n:

� � � � � � � ��
� � � � � � � � ��
�
�
� � � � � � � � �	

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

( ) ... 0;

( ) ... 0;

. . . . . . . . . . . . . .

... ( ) 0.

n n

n n

n n nn n

a k a a
a a k a

a a a k

(84)

Система уравнений (84) должна иметь ненулевое ре�
шение, следовательно, матрица системы вырождена, по�
этому для определения k получаем уравнение n�й сте�
пени:

�
�

�

�

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
0.

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

a k a a
a a k a

a a a k

(85)

Уравнение (85) называется характеристическим урав�
нением матрицы A и в то же время характеристическим
уравнением системы (81).

Рассмотрим следующие случаи, которые возможны
для корней характеристического уравнения (85).

1�й случай.
Все корни характеристического уравнения k1, k2, ...,

kn действительны и различны. Все значения k1, k2, ..., kn

являются характеристическими числами матрицы A, каж�
дому из них соответствует собственный вектор.

Пусть характеристическому числу ki соответствует соб�
ственный вектор � �� � � �( ) ( )( )

1 , ..., ,i ii
n  где i = 1, 2, ..., n. Тог�

да система ДУ имеет решения:
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1�е решение, соответствующее корню k = k1, имеет вид:

� � � � � �1 1 1(1) (1) (1) (1) (1) (1)
1 1 2 2, , ..., .k t k t k t

n nx e x e x e

2�е решение, соответствующее корню k = k2, имеет вид:

� � � � � �2 2 2(2) (2) (2) (2) (2) (2)
1 1 2 2, , ..., .k t k t k t

n nx e x e x e
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

n�е решение, соответствующее корню k = kn, имеет вид:

� � � � � �( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 2, , ..., .n n nn n n n n nk t k t k t

n nx e x e x e

Таким образом, общее решение системы ДУ (81) запи�
шется в виде:

� � � � �
�

� � � ��
�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� � � � ��

(1) (2) ( )
1 1 21 1 1

(1) (2) ( )
2 1 22 2 2

(1) (2) ( )
1 2

... ;

... ;

... .

n
n

n
n

n
n n n n n

x C x C x C x

x C x C x C x

x C x C x C x

(86)

Полученное общее решение может быть записано в
матричной форме:

X = BC,

где 

� �� � � �
� �� � � �
� �� � � �� � �� �� � � �
� �� � � �� �� � � �� �

(1) (2) ( )
1 1 11 1
(1) (2) ( )

2 22 2 2

(1) (2) ( )

...

...
, , .

... ...... ... ... ...

...

n

n

nn nn n n

x x xx C
x Cx x x

x Cx x x

X B C

2�й случай.
Среди корней характеристического уравнения есть

простые комплексные корни (случай кратных комплекс�
ных корней рассматривать не будем). Из курса алгебры
известно, что если алгебраическое уравнение с действи�
тельными коэффициентами имеет комплексный корень
z = a + bi, то комплексно сопряженное с ним число z = a –
– bi также является корнем этого алгебраического урав�
нения. Поэтому будем рассматривать пару z1, 2 = a 	 bi
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комплексно сопряженных решений характеристическо�
го уравнения.

Аналогично тому, как это сделано в предыдущем слу�
чае, найдем собственные векторы � �� � � �(1) (1)(1)

1 , ..., n  и
� �� � � �(2) (2)(2)

1 , ..., n  матрицы A, соответствующие соб�
ственным числам z1 = a + bi и z2 = a – bi соответственно.
Значения коэффициентов � � � �(1) (1) (2) (2)

1 1, ..., , , ...,n n  опре�
деляются из системы (84). Отметим, что коэффициенты
� � � �(1) (1) (2) (2)

1 1, ..., , , ..., ,n n  вообще говоря, комплексные.
Далее соответственно найденным коэффициентам полу�
чим решения системы ДУ:

� � �� � � � � �(1) (1) (1) (1) (1) (1)( ) ( ) ( )
1 1 2 2, , ..., ,a bi t a bi t a bi t

n nx e x e x e

      � � �� � � � � �(2) (2) (2) (2) (2) (2)( ) ( ) ( )
1 1 2 2, , ..., .a bi t a bi t a bi t

n nx e x e x e (87)

Применим для решений (87) формулу e(a � bi)t = eat(cosbt �
� isinbt) и запишем полученные решения в виде:

(1) (1)
1 1

(1) (1)
2 2

(1) (1)

(2) (2)
1 1

(2) (2)
2 2

(2)

(cos sin );

(cos sin );

(cos sin )

(cos sin );

(cos sin );

at

at

at
n n

at

at

n

x e bt i bt

x e bt i bt

x e bt i bt

x e bt i bt

x e bt i bt

x

� �� �
�
� �� �
�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �	

�� 


�� 

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� (2) (cos sin ).at
n e bt i bt

�
�
�
�
�
� � 
	

(88)

Можно показать, что действительные и мнимые части
комплексного решения также являются решениями. По�
этому, раскрыв скобки в записи решений (88), приведя
подобные и выделив действительную и мнимую части,
получим два частных решения системы (81):
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� � � � �
�
� � � � �
�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� � � � �	

� 
 �


� 
 �


�
�

�

�
�

(1) (1) (2)
1 1 1

(1) (1) (2)
2 2 2

(1) (1) (1)

(2) (1) (2)
1 1 1

(2) (1) (1)
2 2 2

( cos sin );

( cos sin );

( cos sin );

( cos sin );

( cos sin );

at

at

at
n n n

at

at

x e bt bt

x e bt bt

x e bt bt

x e bt bt

x e bt bt

�
�
�
�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� � 
 �
	 � (2) (1) (1)( cos sin ).at

n n nx e bt bt

(89)

Здесь все коэффициенты � � � � � �(1) (2) (1) (2) (1) (2)
1 1 2 2, , , ,..., , ,n n

� � � �(1) (2) (1) (2)
1 1 2 2, , , ,..., � �(1) (2),n n — действительные числа,

определяемые через � � � �(1) (1) (2) (2)
1 1,..., , ,..., .n n

Соответствующие (89) комбинации функций и войдут
в общее решение системы ДУ (81).

3�й случай.
Среди корней характеристического уравнения есть

кратные действительные корни. Пусть, например, корень
k = k1 имеет кратность s. Для поиска решений, соответ&
ствующих кратному корню, применим метод Эйлера. За&
пишем решение в виде:

� �

� �

� �

� � � � �
�

� � � ��
�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� � � � �	

1

1

1

1 2 1 1
1 1 1 1

1 2 1 1
2 2 2 2

1 2 1 1

( ... ) ;

( ... ) ;

( ... ) .

s s k t

s s k t

s s k t
n n n n

x a a t a t e

x a a t a t e

x a a t a t e

(90)

Подставим решение (90) в систему (81) и найдем зна&
чения неопределенных коэффициентов �1 2 1 1

1 1 1 2, , ..., , ,sa a a a
� �2 1 1 2 1

2 2, ..., , ..., , , ..., .s s
n n na a a a a

Соответствующие (90) комбинации функций и войдут
в общее решение системы ДУ.

Замечание 2. Поскольку система дифференциаль&
ных уравнений (81) является нормальной, то для нее
также применим метод решения, описанный в разде&
ле 7.1. Примеры решения таких систем будут приведе&
ны дальше.
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7.3.7.3.7.3.7.3.7.3.
НЕОНЕОНЕОНЕОНЕОДНОРОДНОРОДНОРОДНОРОДНОРОДНЫЕ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХДНЫЕ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХДНЫЕ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХДНЫЕ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХДНЫЕ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙАВНЕНИЙАВНЕНИЙАВНЕНИЙАВНЕНИЙ
ПЕРВОГПЕРВОГПЕРВОГПЕРВОГПЕРВОГО ПОРЯДКА С ПОСТО ПОРЯДКА С ПОСТО ПОРЯДКА С ПОСТО ПОРЯДКА С ПОСТО ПОРЯДКА С ПОСТОЯННЫМИОЯННЫМИОЯННЫМИОЯННЫМИОЯННЫМИ

КККККОЭФФИЦИЕНТОЭФФИЦИЕНТОЭФФИЦИЕНТОЭФФИЦИЕНТОЭФФИЦИЕНТАМИАМИАМИАМИАМИ

Пусть дана система n линейных неоднородных ДУ пер�
вого порядка с n неизвестными функциями, коэффициен�
ты которой постоянные:

� � � � � ��
�
� � � � � ��
�
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
�
� � � � � ���

1
11 1 12 2 1 1

2
21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ( );

... ( );

... ( ).

n n

n n

n
n n nn n n

dx
a x a x a x f t

dt
dx

a x a x a x f t
dt

dx
a x a x a x f t

dt

(91)

Очевидно, что система ДУ (91) является нормальной, сле�
довательно, к ней может быть применен метод, описанный в
разделе 7.1. Не будем останавливаться на применении это�
го метода, поскольку выше он изложен достаточно подроб�
но, тем более что дополнительные примеры его примене�
ния к решению систем вида (91) будут разобраны далее.

Если в системе (91) функции f1(t), f2(t), ..., fn(t) имеют
так называемый специальный вид (подробнее см. разд. 6.3,
6.4), то можно применить для решения таких систем ме�
тод характеристических уравнений (этим методом реша�
ется система линейных однородных ДУ, соответствующая
данной), а затем осуществить подбор частного решения си�
стемы (91) методом неопределенных коэффициентов.
Продемонстрируем на примере такой подход к решению
следующей системы ДУ.

Пример 52. Найти общее решение системы ДУ:

� � � � ��
��

� � � ��
�
� � � � � ���

2

2

2

2 ;

2 2 11 ;

2 5 .

t

t

t

dx x y z e
dt
dy

x y z e
dt
dz x y z e
dt

(92)
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Р е ш е н и е. Найдем общее решение системы однород�
ных линейных уравнений, соответствующей данной си�
стеме ДУ:

� � � ��
��

� � ��
�
� � � � ���

2 ;

2 2 ;

2 .

dx x y z
dt
dy

x y z
dt
dz x y z
dt

(93)

Для этого составим характеристическое уравнение си�
стемы:

� � �
� � � �

� �

2 1 1

2 1 2 0.

1 1 2

k

k
k

(94)

Раскроем определитель в левой части уравнения (94),
приведем подобные и решим полученное уравнение k3 –
– 3k2 + 3k – 1 = 0. Корень k = 1 имеет кратность 3. Поэто�
му общее решение системы ДУ (93) будем искать так, как
описано в разделе 7.2 (см. 3�й случай), т. е. применим ме�
тод Эйлера. Положим

� � ��
�

� � ��
� � � ��

2

2

2

( ) ;

( ) ;

( ) .

t

t

t

x a bt ct e

y d ft gt e

z l mt nt e
(95)

После подстановки функций (95) с неопределенными
коэффициентами в систему (93) и сокращения на et полу�
чим:

� � � � � � � � � � � � ��
� � � � � � � � � � � � � ��
� � � � � � � � � � � � � � ��

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2( ) ( ) ( );

2 2( ) ( ) 2( );

2 ( ) ( ) ( ).

a bt ct b ct a bt ct d ft gt l mt nt

d ft gt f gt a bt ct d ft gt l mt nt

l mt nt m nt a bt ct d ft gt l mt nt

(96)

Приравняем коэффициенты при одинаковых функци�
ях в левых и правых частях системы (96):
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� � � ��
� � � � ��
� � ��

� � � � �
�� � � � ��
� � � �
�
� � � � ��

� � � � � �
�

� � � ���

2 ;

2 2 ;

2 ;

2 2 ;

2 2 2 ;

2 2 ;

2 ;

2 2 ;

2 .

a b a d l

b c b f m
c c g n
d f a d l

f g b f m
g c g n
l m a d l

m n b f m
n c g n

(97)

Алгебраические преобразования системы (97) приво�
дят к системе уравнений следующего вида:

� � ��
� � � ��
� ��

� ��
� �
�

� ��
� � ��

;

2 ;

;

2 ;

2 ;

;

.

b a d l

c b f m
c g n
f b
g c
m b

n c

(98)

Из системы (97) сразу следует, что c = n = g = 0. По�
скольку система уравнений (98) является неопределенной,
положим a = C1, d = C2, b = C3. Тогда значения оставших�
ся коэффициентов будут такими: l = C1 – C2 – C3, m = –C3,
f = 2C3.

Таким образом, после подстановки найденных значе�
ний коэффициентов в (94) мы получим общее решение си�
стемы линейных однородных ДУ (93):

� ��
� � ��
� � � � ��

1 3

2 3

1 2 3 3

( ) ;

( 2 ) ;

( ) .

t

t

t

x C C t e

y C C t e

z C C C C t e

(99)

И наконец, найдем частное решение системы (92), ис�
пользуя метод неопределенных коэффициентов. Посколь�



7. Системы обыкновенных дифференциальных уравнений 133133133133133

ку в правых частях системы (92) функции имеют вид
1( ) ,k t

nP t e  причем k1 = 2 � k = 1, а многочлен Pn(t) имеет ну�
левую степень, то частное решение будет иметь вид:

x = Ae2t, y = Be2t, z = Ce2t. (100)

После подстановки функций (100) в систему (92), при�
ведения подобных и приравнивания коэффициентов при
одинаковых функциях в левых и правых частях системы
получим:

� � � ��
� � � � ��
� � � � � ��

2 2 1;

2 2 2 11;

2 2 5.

A A B C

B A B C
C A B C

(101)

Решив систему (101), найдем: A = 4, B = –1, C = 0. Тогда
частное решение системы (92) примет вид: x = 4e2t, y = –e2t,
z = 0.

Общее решение системы ДУ (92) получим, записав сум�
му общего решения системы (93) и найденного частного
решения:

� � ��
� � � ��
� � � � ��

2
1 3

2
2 3

1 2 3 3

( ) 4 ;

( 2 ) ;

( ) .

t t

t t

t

x C C t e e

y C C t e e

z C C C C t e

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РОЯТЕЛЬНОЙ РОЯТЕЛЬНОЙ РОЯТЕЛЬНОЙ РОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫАБОТЫАБОТЫАБОТЫАБОТЫ

ПРИМЕРЫ ВЫПОЛНЕНИЯ
ЗАДАНИЙ ТИПОВОГО РАСЧЕТА

Отметим, что здесь и далее все неизвестные функции
предполагаются зависящими от переменной t, поэтому для

краткости вместо , ,
dydx dz

dt dt dt
 будем писать x�, y�, z� соот�

ветственно.
Пример 53. Найти общее решение систем линейных

однородных ДУ первого порядка с постоянными коэффи�
циентами:
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� �� � � � �� �
� �� �� � � �� �

2 17 ; 2 ;
1) 2)

4 ; 2 3 .

x x y x x y
y x y y x y

Р е ш е н и е. Опишем два способа решения данных за�
дач.

1. Решим систему уравнений:

� � ��
� � � ��

2 17 ;

4 .

x x y
y x y

(102)

1�й способ.
Составим характеристическое уравнение данной сис�

темы ДУ:

� �
�

�
2 17

0.
1 4

k
k

(103)

Раскроем определитель в уравнении (103), приведем
подобные и получим уравнение k2 – 6k + 25 = 0. В ре�
зультате имеем пару комплексно сопряженных корней:
k1, 2 = 3 � 4i.

Теперь найдем собственный вектор (�1; �2), соответ�
ствующий одному из корней, например k = 3 + 4i. Для  это�
го решим систему уравнений вида (84):

1 2

1 2

1 2

1 2

(2 (3 4 )) 17 0;

(4 (3 4 )) 0

или

( 1 4 ) 17 0;

(1 4 ) 0.

i
i

i
i

� � � � � ��
�� � � � � ��

� � � � � ��
�� � � � ��

(104)

Поскольку система уравнений (104) является неопре�
деленной, положим �1 = 1. Тогда из второго уравнения

� �� � � � � � � � � �
� �

1
2

1 1 4 1 4 .
1 4 1 4 17 17 17

i i
i i

Поскольку решение системы имеет вид:

� ��
�

� ��
1

2

;

,

kt

kt

x e

y e
(105)
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то после подстановки в (105) значений k = 3 + 4i, �1 = 1,

� � � �2
1 4

17 17
i  получим:

� �
�

�

���
�

� 	 	�


(3 4 )

(3 4 )

;

1 4 .
17 17

i t

i t

x e

y i e (106)

Применим формулу Эйлера к равенствам (106):

� �
� ���

�
� 	 	 ��


3

3

(cos4 sin4 );

1 4 (cos4 sin4 ).
17 17

t

t

x e t i t

y i e t i t

В выражении для y раскроем скобки и после группи�
ровки получим:

� � � �
� ���

�
� 	 � � 	 	�


3

3 3

(cos4 sin4 );

1 4 4 1cos4 sin4 cos4 sin4 .
17 17 17 17

t

t t

x e t i t

y e t t ie t t

(107)

Теперь в решении (107) выделим действительные и
мнимые части:

� �
� �

�
�

� � �

� � �

(1) 3

(2) 3

(1) 3

(2) 3

cos4 ;

sin4 ;

1 4cos4 sin4 ;
17 17
4 1cos4 sin4 .

17 17

t

t

t

t

x e t

x e t

y e t t

y e t t

(108)

Тогда искомое общее решение системы ДУ будет
иметь вид:

� ��
�

� ��

(1) (2)
1 2

(1) (2)
1 2

;

.

x C x C x

y C y C y (109)

После подстановки в (109) функций (108) будем иметь
окончательный ответ:
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� �

� � � �
� � �
�
�

� 	 	 � 	�


3
1 2

3 3
1 2 1 2

cos4 sin4 ;

1 4 4 1cos4 sin4 .
17 17 17 17

t

t t

x e C t C t

y e C C t e C C t

2�й способ.
Покажем, как применить метод последовательного

дифференцирования для решения этой же задачи. Итак,
дифференцируем первое из уравнений системы (102):
x� = 2x� – 17y� и подставляем в полученное уравнение вы�
ражение из второго уравнения системы (102): x� = 2x� –
– 17(x + 4y). Теперь из первого уравнения системы (102) вы�

разим функцию y: �� �1 (2 ),
17

y x x  и подставим в получен�

ное уравнение: �� � � �� � � � � � � �12 17 17 4 (2 ) 6 25 .
17

x x x x x x x

Перенесем все слагаемые в левую часть и получим линейное
однородное ДУ второго порядка с постоянными коэффици�
ентами: x� – 6x�+ 25x = 0. Далее составляем характеристи�
ческое уравнение, находим его корни и записываем общее
решение (описание процедуры см. в разд. 6.1) этого уравне�
ния: x = e3t(C1cos4t + C2sin4t). Осталось вычислить производ�
ную: x�= 3e3t(C1cos4t + C2sin4t) + e3t(–4C1sin4t + 4C2cos4t) и
подставить выражения для x и x� в формулу, выражаю�

щую функцию y: � � � �� �� � � � � �1 2 2 1
1 4 cos4 4 sin4 .

17
y C C t C C t

Таким образом, получаем общее решение системы ДУ:

� ���
�

� � � � ���

3
1 2

3
1 2 1 2

( cos4 sin4 );

1 (( 4 )cos4 (4 )sin4 ).
17

t

t

x e C t C t

y e C C t C C t

2. Решим систему уравнений:

� � � ��
� � � ��

2 ;

2 3 .

x x y
y x y (110)

1�й способ.
Составим характеристическое уравнение данной сис�

темы ДУ (110):

� � �
�

�
1 2

0.
2 3

k
k

(111)
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Раскроем определитель в уравнении (111), приведем
подобные и получим уравнение k2 – 2k + 1 = 0. В резуль�
тате имеем корень k = 1 кратности 2.

Значит, необходимо применить метод Эйлера и искать
решение системы в виде:

� ��
�

� ��

( ) ;

( ) .

t

t

x a bt e

y c dt e (112)

Подставив решение (112) в систему уравнений (111),
получим:

� � � � � � ��
�

� � � � � ��

( ) ( ) 2( ) ;

) 2( ) 3( ) .

t t t

t t t

b a bt e a bt e c dt e

d c dt e a bt e c dt e

После сокращения на et и приведения подобных будем
иметь:

� �
� �
� � � � � � � � ��
	

� � � � � ��


( 2 ) ( 2 ) ;

(2 3 ) (2 3 ) .

a b bt a c b d t

d c dt a c b d t

Далее, приравнивая коэффициенты при одинаковых
степенях переменной t в левых и правых частях уравне�
ний, получим:

� � � ��
� � � ��
� � � ��
� � ��

2 ;

2 ;

2 3 ;

2 3 .

a b a c
b b d
d c a c
d b d

Перепишем полученную систему уравнений, перено�
ся все слагаемые в левую часть и приводя подобные:

� � ��
� � ��
�� � � ��
�� � ��

2 2 0;

2 2 0;

2 2 0;

2 2 0.

a b c
b d

a c d
b d

Второе и четвертое уравнения пропорциональны, по�
этому одно из них можно удалить из системы. В результа�
те имеем:
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� � ��
� � ��
�� � � ��

2 2 0;

2 2 0;

2 2 0.

a b c

b d
a c d

Полученную систему уравнений можно решить, напри�
мер, методом Гаусса. Решение будет иметь вид: a 	 R,

b 	 R, � � �1 ( 2 ),
2

c a b  d = –b. Положив a = C1, b = C2, полу�

чим: � � �1 2
1 ( 2 ),
2

c C C  d = –C2. Тогда общее решение систе�

мы (110) примет вид:

� �
� ���

�
� 	 	 	�


1 2

1 2 2

( ) ;

1 .
2

t

t

x C C t e

y C C C t e

2�й способ.
Покажем, как применить метод последовательного

дифференцирования для решения этой же задачи. Итак,
дифференцируем первое из уравнений системы (110):
x
 = –x� – 2y� и подставляем в полученное уравнение вы�
ражение для y� из второго уравнения системы (110):
x
 = –x� – 2(2x + 3y). Теперь из первого уравнения систе�

мы (110) выразим функцию y: �� � �1 ( )
2

y x x  и подставим в

полученное уравнение: �� � � �� � � � � � � � �14 6 ( ) 2 .
2

x x x x x x x

Перенесем все слагаемые в левую часть и получим линей�
ное однородное ДУ второго порядка с постоянными коэф�
фициентами: x
 – 2x� + x = 0. Далее составляем характе�
ристическое уравнение, находим его корни и записываем
общее решение (описание процедуры см. в разд. 6.1) этого
уравнения: x = (C1 + C2t)et. Осталось вычислить производ�
ную: x� = C1et + C2et + C2tet и подставить выражения для x
и x� в формулу, выражающую функцию y:

� � � �� � � � � � � � �1 2 1 2 2 1 2 2
1 1 .
2 2

t t t t t ty C e C te C e C e C te C C C t e

Таким образом, получаем общее решение системы
ДУ (110):
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� �
� ���

�
� 	 	 	�


1 2

1 2 2

( ) ;

1 .
2

t

t

x C C t e

y C C C t e

Замечание 3. Легко видеть, что 2й способ менее тру
доемкий, чем первый, поэтому авторы рекомендуют для
решения задачи 1 типового расчета применять именно этот
метод. Однако окончательный выбор метода предоставля
ется читателю.

Пример 54. Решить задачу Коши для данной системы ДУ:

� � � ��
� � � � ��

2 2 , (0) 2,

3 7 , (0) 0.

x x y x
y x y y

Р е ш е н и е. Для решения задачи применимы оба ме
тода, использованные в примере 53. Ограничимся мето
дом характеристических уравнений. Составим характери
стическое уравнение данной системы ДУ:

� �
�

�
2 2

0.
3 7

k
k

(113)

Раскроем определитель в уравнении (113), приведем
подобные и получим уравнение: k2 – 9k + 20 = 0. В ре
зультате имеем пару различных действительных корней:
k1 = 5, k2 = 4.

Теперь найдем собственный вектор (�1; �2), соответ
ствующий собственному значению k1 = 5. Для этого решим
систему уравнений вида (84):

� � � � ��
� � � � � ��

1 2

1 2

(2 5) 2 0;

3 (7 5) 0.
(114)

Поскольку система уравнений (114) является неопре
деленной, положим �1 = 2.

Тогда �2 = –3. Значит, x(1) =�1e5t = 2e5t, y(1) =�2e5t = –3e5t.
Аналогичным образом найдем собственный вектор

(�1; �2), соответствующий собственному значению k2 = 4.
Запишем систему уравнений:
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� � � � ��
� � � � � ��

1 2

1 2

(2 4) 2 0;

3 (7 4) 0.

Откуда найдем –2�1 = 2�2. Положив �1 = 1, получим
�2 = –1. Значит, x(2) = �1e4t = e4t, y(2) = �2e4t = –e4t.

Общее решение данной системы ДУ имеет вид (109),
поэтому после подстановки найденных функций получим:

� ��
�

� � ��

5 4
1 2

5 4
1 2

2 ;

3 .

t t

t t

x C e C e

y C e C e (115)

Для поиска частного решения данной системы ДУ (ре$
шения задачи Коши) подставим в общее решение (115) за$
данные начальные условия и получим:

� ��
�� � ��

1 2

1 2

2 2;

3 0.

C C
C C (116)

Решив систему уравнений (116), найдем: C1 = –2, C2 = 6.
Таким образом, получаем ответ:

� � ��
�

� ��

5 4

5 4

4 6 ;

6 6 .

t t

t t

x e e

y e e

Пример 55. Найти общее решение системы линейных
неоднородных ДУ первого порядка с постоянными коэф$
фициентами:

� � � � ��
� � � � � ��

9 3 15 8;

5 11 1.

x x y t
y x y t

Р е ш е н и е. Для решения задачи применим метод пос$
ледовательного дифференцирования. Продифференциру$
ем первое из уравнений данной системы: x� = 9x� – y� – 15.
Подставим в полученное уравнение выражение для y� из
второго уравнения данной системы:

x� = 9x� – 3(5x + y – 11t – 1) – 15 =
= 9x� – 15x – 3y + 33t – 12.

Теперь из первого уравнения данной системы ДУ вы$

разим функцию y: �� � � �1 (9 15 8).
3

y x x t  Подставим ее в
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полученное уравнение: �� � �� � � � � � � �19 15 3 (9 15 8)
3

x x x x x t

� �33 12.t  После раскрытия скобок и приведения подоб�
ных получим: x� = 10x� – 24x + 48t – 20. Перенесем часть
слагаемых в левую часть и получим линейное неоднородное
ДУ второго порядка с постоянными коэффициентами и спе�
циальным видом правой части: x� – 10x�+ 24x = 48t – 20.

Решаем полученное уравнение по схеме, описанной в
разделе 7.3. Сначала находим общее решение линейного
однородного ДУ второго порядка, соответствующего дан�
ному неоднородному ДУ: x� – 10x� + 24x = 0. Составляем
характеристическое уравнение: k2 – 10k + 24 = 0. В ре�
зультате имеем пару различных действительных корней:
k1 = 6, k2 = 4. Значит, общее решение линейного однород�
ного ДУ имеет вид: xoo = C1e6t + C2e4t.

Теперь найдем частное решение данного неоднородно�
го линейного ДУ. Поскольку среди корней характеристи�
ческого уравнения нет нулевых, а степень многочлена в
правой части уравнения равна 1, то частное решение ищем
в виде: xчн = At + B, откуда xчн� = A, xчн� = 0. После под�
становки функции x и ее производных в ДУ и приравни�
вания коэффициентов при равных функциях, получим:

��
� � � ��

24 48;

24 10 20.

A
B A

Откуда A = 2, B = 0. Значит, частное решение имеет
вид: xчн = 2t.

Таким образом, получаем общее решение линейного
неоднородного ДУ: x = xоо + xчн = C1e6t + C2e4t + 2t.

Осталось вычислить производную: x� = 6C1e6t + 4C2e4t +
+ 2 и подставить выражения для x и x� в формулу, выра�

жающую функцию y: �� � � � � � �6 4
1 2

1 5(9 15 8)
3 3

t ty x x t C e C e

� �2.t  Таким образом, получаем общее решение систе�
мы ДУ:

� � ���
�

� � � ���

6 4
1 2

6 4
1 2

2 ;

5 2.
3

t t

t t

x C e C e t

y C e C e t
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Пример 56. Найти общее решение систем линейных
однородных ДУ первого порядка с постоянными коэффи�
циентами:

1) � � � ��
� � � ��
� � �	

2 5 ;

3 ;

4 ;

x x y z

y y z
z z

  

2) � � � � ��
� � � ��
� � � � �	

2 ;

4 ;

2 ;

x x y z

y x y
z x y z

   

3) 2 ;

3 ;

2 3 .

x x y

y x y z
z x y z

� � ��
� � � � ��
� � � � � �	

Р е ш е н и е.
1.
1�й способ.
Составим характеристическое уравнение системы:

� �
� � �

�

2 1 5

0 3 1 0.

0 0 4

k

k
k

Раскроем определитель и получим: (2 – k)(3 – k)(4 – k) =
= 0. Откуда k1 = 2, k2 = 3, k3 = 4. Поскольку все корни ха�
рактеристического уравнения действительны и различ�
ны, то согласно (86) общее решение системы ДУ будет
иметь вид:

� � ��
� � � ��
� � � ��

(1) (2) (3)
1 2 3

(1) (2) (3)
1 2 3

(1) (2) (3)
1 2 3

;

;

,

x C x C x C x

y C y C y C y

z C z C z C z
(117)

где решение x(1), y(1), z(1) соответствует собственному зна�
чению k1 = 2, решение x(2), y(2), z(2) соответствует собствен�
ному значению k2 = 3 и, наконец, решение x(3), y(3), z(3) со�
ответствует собственному значению k3 = 4.

Пусть собственному значению k1 = 2 соответствует соб�
ственный вектор � � � � �1 2 3( ; ; ).  Тогда после подстанов�
ки значения k1 = 2 в (84) получим систему уравнений:

� � �� � � ��
� � � �� ��
� � � �	

1 2 3

2 3

3

(2 2) 5 0;

(3 2) 0;

(4 2) 0.
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Решая полученную систему, находим: �1 � R, �2 = 0,
�3 = 0. Поэтому в качестве собственного вектора можно
взять � � (1; 0; 0),  откуда получаем частное решение:

� � ��
� � � ��
� � � ��

(1) 2 2
1

(1) 2
2

(1) 2
3

;

0;

0.

t t

t

t

x e e

y e

z e

Пусть собственному значению k2 = 3 соответствует соб�
ственный вектор � � � � �1 2 3( ; ; ),  тогда после подстановки
значения k2 = 3 в (84) получим систему уравнений:

� � �� � � ��
	 � � �� �

	 � � ��

1 2 3

2 3

3

(2 3) 5 0;

(3 3) 0;

(4 3) 0.

Решая полученную систему, находим: �3 = 0, �2 � R,
�1 = –�2. Поэтому в качестве собственного вектора можно
взять � � �( 1; 1; 0),  откуда получаем частное решение:

�� � ��
� �� ��
� �� ��

(2) 3 3
1

(2) 3 3
2

(2) 3
3

;

;

0.

t t

t t

t

x e e

y e e

z e

Пусть собственному значению k3 = 4 соответствует соб�
ственный вектор � � � � �1 2 3( ; ; ).  Тогда после подстановки
значения k3 = 4 в (84) получим систему уравнений:

� � � � � � ��
	 � � � � �

	 � � ��

1 2 3

2 3

3

(2 4) 5 0;

(3 4) 0;

(4 4) 0.

Решая полученную систему, находим: 3 � R, 2 = –3,

� � � � �1 2 3
1 5 .
2 2

 Положив 3 = 1, найдем собственный век�

тор � � �(3; 1; 1),  откуда получаем частное решение:

� � ��
� � � � ��
� � � ��

(3) 4 4
1

(3) 4 4
2

(3) 4 4
3

3 ;

;

.

t t

t t

t t

x e e

y e e

z e e
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Найдем, наконец, общее решение систему ДУ, подста�
вив найденные частные решения в (117):

� � ��
� � ��
� ��

2 3 4
1 2 3

3 4
2 3

4
3

3 ;

;

.

t t t

t t

t

x C e C e C e

y C e C e

z C e

2�й способ.
Поскольку система ДУ содержит такое ДУ, которое

включает только одну из неизвестных функций, то пред�

варительно решим это уравнение. Имеем: � 4dz z
dt

 или

� 4 ,dz dt
z

 откуда z = Ce4t = C3e4t (здесь мы обозначили

произвольную константу через C3 для удобства провер�
ки сходства с ответом, полученным предыдущим спо�
собом).

Подставим найденную функцию во второе уравнение
данной системы ДУ: y� = 3y – C3e4t и решим полученное
уравнение: y = C2e3t – C3e4t.

После подстановки уже двух известных функций в пер�
вое уравнение системы ДУ получим: x�= 2x – C2e3t + C3e4t +
+ 5C3e4t или x� – 2x = – C2e3t + 6C3e4t.

Покажем, как решается полученное уравнение. Снача�
ла найдем общее решение однородного уравнения, соответ�
ствующего данному неоднородному: x� – 2x = 0. Получаем
xоо = C1e2t, а частное решение неоднородного ДУ будем ис�
кать в виде: xчн = Ae3t + Be4t, откуда xчн� = 3Ae3t + 4Be4t.
После подстановки в ДУ получаем следующие значения
коэффициентов: A = –C2, B = 3C3. Значит, общее решение
неоднородного уравнения запишется так: x = xоо + xчн =
= C1e2t – C2e3t + 3C3e4t. Итак, общее решение данной сис�
темы ДУ принимает вид:

� � ��
� � ��
� ��

2 3 4
1 2 3

3 4
2 3

4
3

3 ;

;

.

t t t

t t

t

x C e C e C e

y C e C e

z C e
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2. Решим систему ДУ:

� � � � ��
� � � ��
� � � � �	

2 ;

4 ;

2 .

x x y z

y x y
z x y z

Составим характеристическое уравнение данной сис�
темы:

� � �
� �

� �

1 1 2

4 1 0 0.

2 1 1

k

k
k

Раскроем определитель и получим (–1 – k)(1 – k)(–1 – k) –
– 8 + 4(1 – k) + 4 = 0. Раскрываем скобки, приводим по�
добные и находим корни полученного уравнения: k1 = 1,
k2 = k3 = –1. Поскольку среди корней характеристическо�
го уравнения есть один простой действительный корень и
один действительный корень кратности 2, то общее реше�
ние будет иметь вид:

� ��
� � ��
� � ��

(1) (2)
1

(1) (2)
1

(1) (2)
1

;

;

,

x C x x

y C y y

z C z z
(118)

где x(1), y(1), z(1) — решение, соответствующее собственно�
му значению k1 = 1, а решение x(2), y(2), z(2) соответствует
кратному корню, поэтому будем применять метод Эйле�
ра, описанный в разделе 7.2, и искать это решение в
виде (90):

�

�

�

� ��
� � ��
� � ��

(2)
1 1

(2)
2 2

(2)
3 3

( ) ;

( ) ;

( ) .

t

t

t

x a b t e

y a b t e

z a b t e
(119)

Пусть собственному значению k1 = 1 соответствует соб�
ственный вектор � � � � �1 2 3( ; ; ).  Тогда после подстанов�
ки значения k1 = 1 в (84) получим систему уравнений:

� � � �� � � ��
� � � � � ��
� � �� � � � � �	

1 2 3

1 2

1 2 3

( 1 1) 2 0;

4 (1 1) 0;

2 ( 1 1) 0.
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Решая полученную систему, находим: �1 = 0, �2 � R,

� � �3 2
1 .
2

 Положим �2 = 2, тогда в качестве собственного

вектора можно взять � � (0; 2; 1),  откуда получаем част�
ное решение:

� � ��
� � � ��
� � � ��

(1)
1

(1)
2

(1)
3

0;

2 ;

.

t

t t

t t

x e

y e e

z e e

Далее подставляем функции (119) в данную систему
ДУ и после сокращения на e–t получаем:

� � � � � � � � � ��
�� � � � � � �	
�� � � � � � � � �


1 1 1 1 1 2 2 3 3

2 2 2 1 1 2 2

3 3 3 1 1 2 2 3 3

( ) 2( );

4( ) ;

2( ) ( ).

a b t b a b t a b t a b t

a b t b a b t a b t
a b t b a b t a b t a b t

Теперь раскроем скобки, приведем подобные и прирав�
няем коэффициенты при равных степенях переменной t в
левых и правых частях уравнений:

� � � ��
�� � � � ��
� � ��
	� � � ��
�� � � �
�� � � � �


1 2 3 1

1 1 2 3 1

2 1 2

2 2 1 2

3 1 2 3

3 3 1 2 3

2 ;

2 ;

4 ;

4 ;

2 ;

2 .

b b b b
a b a a a
b b b

a b a a
b b b b
a b a a a

Несложные алгебраические преобразования приводят
к системе уравнений:

��
� � ��� � ��
� � �
�

� ���

2 3

1 2 3

2 1 2

2 1

3 1 2

2 ;

2 ;

4 2 ;

2 ;

2 ,

b b
b a a

b a a
b b
b a a

откуда получаем: a1 � R, a2 � R, a3 = a1 + a2, b1 = – 2a1 – a2,
b2 = 4a1 + 2a2, b3 = 2a1 + a2. Положим a1 = C2, a2 = C3, тог�
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да a3 = C2 + C3, b1 = – 2C2 – C3 = – (2C2 + C3), b2 = 4C2 + 2C3,
b3 = 2C2 + C3. Отсюда получаем:

�

�

�

� � ��
� � � ��
� � � � ��

(2)
2 2 3

(2)
3 2 3

(2)
2 3 2 3

( (2 ) ) ;

( (4 2 ) ) ;

( (2 ) ) .

t

t

t

x C С С t e

y С С С t e

z С С С С t e

Подставляем найденные решения в формулу (118) и
записываем окончательный ответ:

�

�

�

� � ��
� � � � ��
� � � � � ��

2 2 3

1 3 2 3

1 2 3 2 3

( (2 ) ) ;

2 ( (4 2 ) ) ;

( (2 ) ) .

t

t t

t t

x C С С t e

y C e С С С t e

z C e С С С С t e

3. Решим систему ДУ:

� � ��
� � � � ��
� � � � � �	

2 ;

3 ;

2 3 .

x x y

y x y z
z x y z

Составим характеристическое уравнение данной сис"
темы:

�
� � �

� �

2 1 0

1 3 1 0.

1 2 3

k

k
k

Раскроем определитель по первой строке и получим
(2 – k)((3 – k)2 + 2) – 1 
 (3 – k – 1) = 0. Раскрываем скобки,
приводим подобные и находим корни полученного урав"
нения: k1 = 2, k2, 3 = 3 � i. Поскольку среди корней харак"
теристического уравнения есть один простой действитель"
ный корень и пара комплексно сопряженных корней, то
общее решение будет иметь вид:

� � ��
� � � ��
� � � ��

� �
� �
� �

(1) (2) (3)
1 2 3

(1) (2) (3)
1 2 3

(1) (2) (3)
1 2 3

;

;

,

x C x C x C x

y C y C y C y

z C z C z C z
(120)
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где x(1), y(1), z(1) — решение, соответствующее собственному
значению k1 = 2, а решения � ��(2) (2) (2), ,x y z  и � ��(3) (3) (3), ,x y z
представляют собой действительные и мнимые части ре�
шения, соответствующего комплексным корням.

Пусть собственному значению k1 = 2 соответствует соб�
ственный вектор � � � � �1 2 3( ; ; ),  тогда после подстанов�
ки значения k1 = 2 в (84) получим систему уравнений:

� � �� ��
�� � � � �� ��
��� � � � � � �	

1 2

1 2 3

1 2 3

(2 2) 0;

(3 2) 0;

2 (3 2) 0.

Решая эту систему, находим: 
1 � R, 
2 = 0, 
3 = 
1.
Положим 
1 = 1, тогда в качестве собственного вектора мож�
но взять � � (1; 0; 1),  откуда получаем частное решение:

� � ��
� � � ��
� � � ��

(1) 2 2
1

(1) 2
2

(1) 2 2
3

;

0;

.

t t

t

t t

x e e

y e

z e e

Пусть собственному значению k2 = 3 + i соответствует
собственный вектор � � � � �1 2 3( ; ; ),  тогда после подстанов�
ки значения k2 = 3 + i в (84) получим систему уравнений:

� � � �� ��
�� � � � � �� ��
��� � � � � � � �	

1 2

1 2 3

1 2 3

(2 (3 )) 0;

(3 (3 )) 0;

2 (3 (3 )) 0.

i

i
i

Решая полученную систему, находим: �1 � C, �2 =
= (1 + i)�1, �3 = (2 – i)�1. Положим �1 = 1, тогда в качестве
собственного вектора можно взять � � � �(1; 1 ; 2 ),i i  отку�
да получаем частное решение:

�

�

�

� � �� � � ��
� �� �� � � � ��
� �� �� � � � �	

(2) (3 ) 3 3
1 1

(2) (3 ) 3 3
2 2

(2) (3 ) 3 3
3 3

(cos sin ) (cos sin );

(cos sin ) (1 ) (cos sin );

(cos sin ) (2 ) (cos sin ).

i t t t

i t t t

i t t t

x e e t i t e t i t

y e e t i t i e t i t

z e e t i t i e t i t
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Перепишем полученное решение, раскрыв скобки и
сгруппировав действительную и мнимую части:

� ��
� � � � ��
� � � � � ��

(2) 3 3

(2) 3 3

(2) 3 3

cos sin ;

(cos sin ) (cos sin );

(2cos sin ) ( cos 2sin ).

t t

t t

t t

x e t ie t

y e t t ie t t

z e t t ie t t
(121)

Выпишем действительные и мнимые части получен�
ных функций как отдельные частные решения:

� �� �
� �� � � �� �
� �� � � � �� �

� �
� �
� �

(2) 3 (3) 3

(2) 3 (3) 3

(2) 3 (3) 3

cos ; sin ;

(cos sin ); и (cos sin );

(2cos sin ) ( cos 2sin ).

t t

t t

t t

x e t x e t

y e t t y e t t

z e t t z e t t

Поскольку частное решение, соответствующее корню
k3 = 3 – i, будет комплексно сопряженным с решением
(121), то вычисления производить не будем.

Осталось подставить все найденные функции в форму�
лу (120):

� � ��
� � � � ��
� � � � � � ��

2 3 3
1 2 3

3 3
2 3

2 3 3
1 2 3

cos sin ;

(cos sin ) (cos sin );

(2cos sin ) ( cos 2sin ).

t t t

t t

t t t

x C e C e t C e t

y C e t t C e t t

z C e C e t t C e t t

Пример 57. Найти общее решение систем линейных
неоднородных ДУ первого порядка с постоянными коэф�
фициентами:

1.

� � � � � ��
� � � � � � � ��
� � � � � � � � �	

2

2

2

2 2 3;

3 3 15;

2 3 2 11.

x x y t t

y x y z t t

z x y z t t

2.

� � � � ��
� � � � � � ��
� � � � � � � �	

2 3cos 2sin ;

3 cos 2sin ;

2 3 5cos 3sin .

x x y t t

y x y z t t
z x y z t t
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Р е ш е н и е. Для решения данных систем применим
метод последовательного дифференцирования.

1. Продифференцируем по переменной t первое урав�
нение системы: x� = 2x� + y� – 4t – 1 и подставим в полу�
ченное уравнение выражение для y� из второго уравнения
системы: x� = 2x� + x + 3y – z – t2 + 3t – 15 – 4t – 1. Приве�
дем подобные и еще раз продифференцируем по перемен�
ной t полученное уравнение: x��� = 2x� + x�+ 3y� – z� – 2t – 1.
Теперь в это уравнение подставим выражения для y� и z�
из исходной системы ДУ:

x��� = 2x� + x� + 3(x + 3y – z – t2 + 3t – 15) –
– (–x + 2y + 3z + t2 – 2t – 11) – 2t – 1 =
= 2x� + x� + 4x + 7y – 6z – 4t2 + 9t – 35.

Запишем полученные уравнения в систему:

� � � � � ��
� �� �� � � � � � ��
� ��� �� �� � � � � � � �	

2

2

2

2 2 3;

2 3 16;

2 4 7 6 4 9 35.

x x y t t

x x x y z t t

x x x x y z t t

Из этой системы необходимо выразить функцию x и ее
производные. Для этого сначала из первого уравнения вы�
разим функцию y: y = x� – 2x + 2t2 + t + 3. Подставим это
выражение во второе уравнение, выразим функцию z и за�
пишем: z = –x� + 5x� – 5x + 5t2 + 2t – 7. Подставим теперь
полученные выражения для y и z в третье уравнение систе�
мы, приведем подобные и получим линейное неоднородное
уравнение третьего порядка с постоянными коэффициен�
тами: x��� – 8x� + 22x� – 20x = –20t2 + 4t + 28. Решая это
уравнение, получим x = C1e2t + e3t(C2cost + C3sint) + t2 + 2t.
Приводить решение этого уравнения не будем, так как
подробное описание процедуры решения уравнений тако�
го вида можно найти в разделе 6.4.

Вычислим теперь производные:

x� = 2C1e2t + e3t(3C2cost + 3C3sint –
– C2sint + C3cost) + 2t + 2 =

= 2C1e2t + e3t((3C2 + C3)cost + (3C3 – C2)sint) + 2t + 2;
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x� = 4C1e2t + e3t(9C2cost + 9C3sint – 3C2sint + 3C3cost –
– 3C2sint + 3C3cost + 3C3cost – 3C2sint + 3C3cost –

– C2cost – C3sint) + 2 = 4C1e2t + e3t((8C2 + 6C3) �
� cost + (8C3 – 62) sint) + 2.

Подставим найденные функции в выражения для y и
z, в результате получим общее решение данного ДУ:

� � � � ��
� � � � � � ��
� � � � � � � ��

2 3 2
1 2 3

3
2 3 3 2

2 3
1 2 3 2 3

( cos sin ) 2 ;

(( )cos ( )sin ) 5;

((2 )cos ( 2 )sin ) 2 1.

t t

t

t t

x C e e C t C t t t

y e C C t C C t t

z C e e C C t C C t t

2. Продифференцируем по переменной t первое урав"
нение системы: x� = 2x� + y� + 3sint – 2cost и подставим в
полученное уравнение выражения для x� и y� из данной
системы: x� = 2(2x + y – 3cost – 2sint) + (x + 3y – z + cost +
+ 2sint) + 3sint – 2cost. Приведем подобные и еще раз про"
дифференцируем по переменной t полученное уравнение:
x��� = 5x� + 5y� – z� + 7sint + cost. Теперь подставим в него
выражения для x�, y� и z� из исходной системы ДУ и при"
ведем подобные: x��� = 16x + 18y – 8z – 14cost + 10sint. За"
пишем полученные уравнения в систему:

� � � � �	

 �� � � � � ��

 ��� � � � � ��

2 3cos 2sin ;

5 5 7cos sin ;

16 18 8 14cos 10sin .

x x y t t

x x y z t t
x x y z t t

Из этой системы необходимо выразить функцию x и
ее производные. Для этого сначала из первого уравне"
ния выразим функцию y: y = x� – 2x + 3cost + 2sint. Под"
ставим это выражение во второе уравнение, выразим
функцию z и запишем z = 5x� – x� – 5x + 8cost + 11sint.
Подставим теперь полученные выражения для y и z в
третье уравнение системы, приведем подобные и полу"
чим линейное неоднородное уравнение третьего поряд"
ка с постоянными коэффициентами: x��� – 8x� + 22x� –
– 20x = – 24cost – 42sint. Решая это уравнение, получим
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x = C1e2t + e3t(C2cost + C3sint) + 2cost. Приводить решение
этого уравнения не будем, так как подробное описание
процедуры решения уравнений такого вида можно най�
ти в разделе 6.4.

Вычислим теперь производные:

x� = 2C1e2t + e3t(3C2cost + 3C3sint – C2sint + C3cost) –
– 2sint = 2C1e2t + e3t((3C2 + C3)cost + (3C3 – C2)sint) – 2sint,

x� = 4C1e2t + e3t(9C2cost + 9C3sint – 3C2sint + 3C3cost –
– 3C2sint + 3C3cost + 3C3cost – 3C2sint + 3C3cost –

– C2cost – C3sint) – 2cost =
= 4C1e2t + e3t((8C2 + 6C3)cost + (8C3 – 62)sint) – 2cost.

Подставим найденные функции в выражения для y и
z, в результате получим общее решение данного ДУ:

� � � ��
� � � � � ��
� � � � � � ��

2 3
1 2 3

3
2 3 3 2

2 3
1 2 3 2 3

( cos sin ) 2cos ;

(( )cos ( )sin ) cos ;

((2 )cos ( 2 )sin ) sin .

t t

t

t t

x C e e C t C t t

y e C C t C C t t

z C e e C C t C C t t

ВАРИАНТЫ ТИПОВОГО РАСЧЕТА
«СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ»

Задача 22. Найти общее решение системы линейных
однородных ДУ первого порядка с постоянными коэффи�
циентами (табл. 23).

Задача 23. Решить задачу Коши для данной системы
ДУ (табл. 24).

Задача 24. Найти общее решение системы линейных
неоднородных ДУ первого порядка с постоянными коэф�
фициентами (табл. 25).

Задача 25. Найти общее решение системы линейных
однородных ДУ первого порядка с постоянными коэффи�
циентами (табл. 26).

Задача 26. Найти общее решение системы линейных
неоднородных ДУ первого порядка с постоянными коэф�
фициентами (табл. 27).
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ЭЛЕМЕНТЫЭЛЕМЕНТЫЭЛЕМЕНТЫЭЛЕМЕНТЫЭЛЕМЕНТЫ
ТЕОРИИ УСТТЕОРИИ УСТТЕОРИИ УСТТЕОРИИ УСТТЕОРИИ УСТОЙЧИВОСТИОЙЧИВОСТИОЙЧИВОСТИОЙЧИВОСТИОЙЧИВОСТИ

Рассмотрим два положения маятника: нижнее верти�
кальное и верхнее вертикальное — это два состояния его
равновесия. Но первое положение — устойчивое состоя�
ние равновесия, так как отклонение маятника от нижне�
го вертикального положения на любой угол даст такое его
состояние, при котором маятник будет стремиться занять
нижнее вертикальное положение. Второе же его положе�
ние — неустойчивое состояние равновесия, так как откло�
нение маятника от верхнего вертикального положения
даже на достаточно малый угол дает такое его состояние,
при котором маятник никогда не займет верхнее верти�
кальное положение. Аналогичный факт наблюдается у
движений материальных систем, а именно: с изменением
начальных условий одни движения меняются мало, а дру�
гие — значительно.

Равновесия, движения материальной системы, незна�
чительно меняющиеся под воздействием возмущающих
факторов, называют устойчивыми, а сильно меняющие�
ся — неустойчивыми.

Можно рассматривать устойчивость или неустойчи�
вость процессов, не обязательно связанных с механичес�
ким движением. Исследованием влияния возмущающих
факторов на движение материальной системы занимает�
ся теория устойчивости движения. Это один из разделов
динамики — науки о равновесиях и движениях матери�
альных систем.
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Так как решения систем дифференциальных уравне�
ний — это математические модели движений материаль�
ных систем, то математической моделью устойчивого
движения является устойчивое решение системы диф�
ференциальных уравнений. Раздел математики, в кото�
ром излагаются понятия устойчивого, неустойчивого ре�
шения, признаки, позволяющие установить устойчивость,
неустойчивость решения системы обыкновенных диффе�
ренциальных уравнений, был назван математической те�
орией устойчивости.

Основоположником теории устойчивости считается
русский математик (ученик знаменитого русского профес�
сора П. Л. Чебышева), профессор Петербургского универ�
ситета Александр Михайлович Ляпунов (1857–1918), хотя
еще Жозеф Лагранж (1736–1813), французский матема�
тик, занимался задачей устойчивости движения.

А. М. Ляпунов дал определение устойчивости движе�
ния и предложил методы решения задачи устойчивости
движения. Существуют и другие определения устойчиво�
сти движения, другие методы решения задачи устойчиво�
сти, но в настоящем пособии мы ограничимся понятием
устойчивости по Ляпунову.

8.1.8.1.8.1.8.1.8.1.
ПОНЯТИЕ ОБ УСТПОНЯТИЕ ОБ УСТПОНЯТИЕ ОБ УСТПОНЯТИЕ ОБ УСТПОНЯТИЕ ОБ УСТОЙЧИВОСТИОЙЧИВОСТИОЙЧИВОСТИОЙЧИВОСТИОЙЧИВОСТИ

ПО ЛЯПУНОВУПО ЛЯПУНОВУПО ЛЯПУНОВУПО ЛЯПУНОВУПО ЛЯПУНОВУ

Рассмотрим произвольную динамическую систему и
допустим, что ее движение может быть описано системой
обыкновенных дифференциальных уравнений первого
порядка:

� ��
�
� ��
�
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
�
� ���

1
1 1 2

2
2 1 2

1 2

( , , , ..., );

( , , , ..., );

( , , , ..., ),

n

n

n
n n

dx
f t x x x

dt
dx

f t x x x
dt

dx
f t x x x

dt

(122)
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где xi — координаты или скорости, t — время, а fi — функ�
ции этих величин (i = 1, 2, ..., n). Пусть одно из движе�
ний этой динамической системы описывается решением
xi = �i(t) системы (122), удовлетворяющим начальному ус�
ловию x1(t0) = x10, x2(t0) = x20, ..., xn(t0) = xn0, xi0 � R(i = 1,
2, ..., n), где �i(t) — определенные на [t0; +�) функции.
А все другие ее движения пусть описываются решениями
xi = �i(t), где �i(t) — тоже определенные на [t0; +�) функ�
ции системы (122), но удовлетворяющие другим началь�
ным условиям

1 0 10 2 0 20 0 0

0

( ) , ( ) , ..., ( ) ,

( 1, 2, ..., ),
n n

i

x t x x t x x t x
x R i n

� � �
� �

� � �
�

где �� 0 0i ix x  (i = 1, 2, ..., n) (таких движений бесконечно
много).

Определение 19. Решение xi = �i(t) называется устой�
чивым по Ляпунову, если для любого наперед заданного
сколь угодно малого положительного числа � найдется та�
кое положительное число � (вообще говоря, зависящее от
�, т. е. � = �(�)), что для любого решения xi = �i(t), для ко�
торого при t = t0 выполнялось бы условие |�i(t0) – �i(t0)| < �,
а при t > t0 — |�i(t) – �i(t)| < �.

Определение 20. Решение xi = �i(t) называется неустой�
чивым по Ляпунову, если оно не является устойчивым по
Ляпунову.

Неустойчивость по Ляпунову решения xi = �i(t) озна�
чает, что для любого наперед заданного числа � > 0 число
� из определения 19 не существует, т. е. при выполнении
условия |�i(t0) – �i(t0)| < �, где � — любое сколь угодно ма�
лое положительное число, условие |�i(t) – �i(t)| < � нару�
шается хотя бы для одного решения xi = �i(t) и хотя бы в
один момент времени t = t1 > t0 (геометрически это озна�
чает, что хотя бы одно решение xi = �i(t) хотя бы в один
момент времени t = t1 > t0 выйдет из «� — трубки» реше�
ния xi = �i(t)).

Определение 21. Решение xi = �i(t) называется асимп�
тотически устойчивым по Ляпунову, если:
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1) оно устойчиво по Ляпунову;
2) для любого решения xi = �i(t), удовлетворяющего

при t = t0 условию |�i(t0) – �i(t0)| < �, будет выполняться
условие 

���
� �� �lim ( ) ( ) 0.i i

t
t t

Геометрически это означает, что все решения xi = �i(t)
при достаточно большом t > t0 (по крайней мере) «совпа�
дают» с xi = �i(t).

Пример 58. Исследовать на устойчивость по Ляпунову
решение уравнения � � �1 ,dx x t

dt
 удовлетворяющее на�

чальному условию x(0) = 0.
Р е ш е н и е. Находим общее решение x = t + Ce–t, а за�

тем частное решение x = t, удовлетворяющее данному на�
чальному условию этого линейного неоднородного ДУ пер�
вого порядка с постоянными коэффициентами.

Находим другое частное решение x = x0 � e–t + t, удов�
летворяющее другому, произвольно взятому начальному
условию x(0) = x0, где x0 � R, но x0 � 0.

Очевидно, первое частное решение будет �1(t) = t, а вто�
рое — �1(t) = x0 � e–t + t.

Имеем |�1(t) – �1(t)| = |x0 � e – t| < |x0| �t > 0.
Видим, что если взять |x0| < �, а число � положить рав�

ным 	, где 	 > 0 — любое наперед заданное сколь угодно
малое число, то все условия из определения 19 будут вы�
полнены. Следовательно, решение x = t данного уравне�
ния удовлетворяющее данному начальному условию, яв�
ляется устойчивым по Ляпунову (по определению 19).

Более того, �
��� ���

� �� � �1 1 0lim ( ) ( ) lim 0,t

t t
t t x e  поэтому

указанное решение является не только устойчивым, но
и асимптотически устойчивым по Ляпунову (по опреде�
лению 21).

Замечание 4. Решение x = t — неограниченное на
[0; +
). Значит, из устойчивости решения по Ляпунову
не следует его ограниченность, а из неограниченности ре�
шения не следует его неустойчивость по Ляпунову.

Пример 59. Исследовать на устойчивость по Ляпунову

решение x = 0 уравнения � 2sin .dx x
dt
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Р е ш е н и е. Очевидно, что x = 0 — частное решение
данного уравнения, т. е. здесь �1(t) = 0. Находим общее ре�
шение x = arctg(–t + C) этого нелинейного ДУ первого по�
рядка, являющегося уравнением с разделяющимися пе�
ременными. Рассмотрим главное значение (одну ветвь)
этой многозначной функции, а именно x = arctg(–t + C).

Найдем другое частное решение x = arcctg(ctg x0 – t),
удовлетворяющее начальному условию x(0) = x0, где
x0 � R, но x0 � k�, k � Z. Очевидно, что за �1(t) можно взять
именно это решение, т. е. �1(t) = arcctg(ctg x0 – t).

Имеем |�1(t) – �1(t)| = |arcctg(ctgx0 – t)|. Так как 
���

� �1lim ( )
t

t

�� � �1( ) ,t то не может быть |�1(t) – �1(t)| < ��	 � > 0, 	t > 0,
значит, решение x = 0 данного уравнения неустойчиво по
Ляпунову (по определению 20).

Отметим, что решение x = arctg(–t + C) и x = 0 данно�
го уравнения ограничены на [0; +
]. Следовательно, из
ограниченности решения нелинейного ОДУ не следует ус�
тойчивость по Ляпунову. Его решения x = 0.

Пример 60. Исследовать на устойчивость по Ляпунову
решение системы

� � �
�
� �
�

;

,

dx y
dt
dy

x
dt

удовлетворяющее начальному условию x(0) = y(0) = 0.
Р е ш е н и е. Находим общее решение x = C1cost + C2sint,

y = C1sint – C2cost данной однородной системы линейных
обыкновенных дифференциальных уравнений первого
порядка с постоянными коэффициентами и ее частное ре�
шение x = y = 0, удовлетворяющее данному начальному
условию.

Изменив начальное условие, а именно считая x0 = x(0),
y0 = y(0), где x0 � R, y0 � R, но x0 � 0, y0 � 0, найдем другое
частное решение x = x0cost – y0sint, y = x0sint + y0cost этой
же системы. Очевидно, что �1(t) = 0, �2(t) = 0, �1(t) = x0cost –
– y0sint, �2(t) = x0sint + y0cost. Имеем |�1(t) – �1(t)| � |x0| + |y0|,
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|�2(t) – �2(t)| � |x0| + |y0| �t, а |�1(t0) – �1(t0)| = |x0|, |�2(t0) – �2(t0)| =
= |y0|. Следовательно, если будет |x0| < �, |y0| < �, то |�i(t) –

– �i(t)| < � �t > 0 при условии, что �� � .
2

 Значит, реше�

ние x = 0, y = 0 системы уравнений, удовлетворяющее
данному начальному условию устойчиво по Ляпунову
(по определению 19), но оно не является асимптотиче�

ски устойчивым по Ляпунову, так как 
���

� �0 0lim cos sin
t

x t y t
� 0,

���
� �0 0lim sin cos 0.

t
x t y t

Пример 61. Исследовать на устойчивость по Ляпунову
решение системы

� 	 
�
�
� 	 



13 ;

1 2 ,
4

dx x y
dt
dy

x y
dt

удовлетворяющее начальному условию x(0) = y(0) = 0.
Р е ш е н и е. Общее решение данной линейной однород�

ной системы обыкновенных ДУ с постоянными коэффи�
циентами будет иметь вид:

�

�

�
� � � ��

�
� � ��

1
2

1 2 2 1

1
2

1 2

(cos (6 4 ) sin (6 4 ));

( cos sin ),

t

t

x e t C C t C C

y e C t C t

а частным решением ее, удовлетворяющим данному на�
чальному условию, будет x = 0, y = 0. Другим частным ре�
шением данной системы, удовлетворяющим измененному
начальному условию, например такому x(0) = x0, y(0) = y0,
где x0 � R, y0 � R, но x0 � 0, y0 � 0, будет

�

�

� �� �� �� 	

 � �


�� �
 � �� 	
 � ��

1
0 02

0

1
0 02

0

6 52
cos sin ;

4
6

cos sin .
4

t

t

x y
x e x t t

x y
y e y t t

Следовательно,

�1(t) = 0, �2(t) = 0;
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�

�

�� �� � �� 	

 �

�� �� � �� 	

 �

1
0 02

1 0

1
0 02

2 0

6 52
( ) cos sin ;

4
6

( ) cos sin .
4

t

t

x y
t e x t t

x y
t e y t t

Имеем

1 1 0 0

0 0 0

3( ) ( ) | | |cos | | | |sin |
2

513 | | |sin | | | 13 | |;
2

t t x t x t

y t x y

� �� � � � � �

� � � �

2 2 0 0

0 0 0

1( ) ( ) | | |cos | | | |sin |
4

3 1 5| | |sin | | | | | 0.
2 4 2

t t y t x t

y t x y t

� �� � � � � �

� � � � � 	

Очевидно, чтобы имели место неравенства |�i(t) –
– �i(t)| < � (i = 1, 2)�t > 0, достаточно выполнения условий:

� � � 	

�

 � � 	
�

0 0

0 0

5 | | 13 | | ;
2
1 5| | | | .
4 2

x y

x y

А чтобы имели место неравенства |�i(t) – �i(t)| < �
(i = 1, 2) при |�i(t0) – �i(t0)| <  (i = 1, 2), т. е. при |x0| < , |y0| < ,

достаточно выполнения условий � � � � �5 13 ,
2

 � � � � �1 5 ,
4 2

откуда получим, что � � �2 .
31

Итак, �� > 0 � = (�) (здесь � � �2 ,
31

 например � � �1
31

)

такое, что выполнены все условия из определения устой�
чивого по Ляпунову решения. Значит, решение x = 0, y = 0
данной системы, удовлетворяющее данному начальному
условию, устойчиво по Ляпунову (по определению 19).

Замечание 5. Так как 
���

� �� � �lim ( ) ( ) 0 ( 1, 2)i i
t

t t i  в

силу того, что 
�1

2
t

e — бесконечно малая функция при t � +�,
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а 
�� 0 0

0
6

cos sin
4

x y
y t t  и 

�� 0 0
0

3 26
cos sin

2
x y

x t t  есть ог


раниченные функции при всех x0 � R, y0 � R, �t, то ука

занное решение асимптотически устойчиво по Ляпунову
(по определению 21).

8.2.8.2.8.2.8.2.8.2.
УСТУСТУСТУСТУСТОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ

ОООООДНОРОДНОРОДНОРОДНОРОДНОРОДНЫХ СИСТЕМ ОБЫКНОВЕННЫХДНЫХ СИСТЕМ ОБЫКНОВЕННЫХДНЫХ СИСТЕМ ОБЫКНОВЕННЫХДНЫХ СИСТЕМ ОБЫКНОВЕННЫХДНЫХ СИСТЕМ ОБЫКНОВЕННЫХ
ДУ ПЕРВОГДУ ПЕРВОГДУ ПЕРВОГДУ ПЕРВОГДУ ПЕРВОГО ПОРЯДКАО ПОРЯДКАО ПОРЯДКАО ПОРЯДКАО ПОРЯДКА

Рассмотрим систему

�

� � ��
1

( ) ( 1, 2, ..., ),
n

i
ij j

j

dx
p t x i n

dt
(123)

где pij(t) — непрерывные функции на [t0; +�), t0 > 0, или
pij(t) = const, т. е. pij(t) � R. Их называют коэффициентами
системы. Очевидно, что эта система имеет решение x1 = x2 =
= ... = xn = 0, которое называют тривиальным (нулевым).

Теорема 7. Для того чтобы любое решение однородной
системы (123) было устойчивым по Ляпунову (асимптоти

чески устойчивым по Ляпунову), необходимо и достаточ

но, чтобы было устойчивым по Ляпунову (асимптотиче

ски устойчивым по Ляпунову) ее тривиальное решение.

Из теоремы 7 следует, что:
1) в линейной однородной системе из устойчивости по

Ляпунову хотя бы одного решения следует устойчивость
по Ляпунову всех ее решений;

2) из асимптотической устойчивости по Ляпунову хотя
бы одного решения следует асимптотическая устойчивость
по Ляпунову всех ее решений;

3) неустойчивость по Ляпунову хотя бы одного ее ре

шения влечет за собой неустойчивость по Ляпунову всех
ее решений.

Определение 22. Линейная однородная система обык

новенных ДУ первого порядка называется устойчивой,
асимптотически устойчивой, неустойчивой по Ляпуно�
ву, если все ее решения соответственно устойчивые, асимп

тотически устойчивые, неустойчивые по Ляпунову.
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Теорема 8. Для того чтобы линейная однородная сис�
тема обыкновенных ДУ была устойчивой по Ляпунову,
необходимо и достаточно, чтобы все ее решения были ог�
раниченными �t � t0 � 0.

Теорема 9. Для того чтобы линейная однородная сис�
тема ДУ с постоянными коэффициентами была асимпто�
тически устойчивой по Ляпунову (неустойчивой по Ляпу�
нову), необходимо и достаточно, чтобы �ki были Re ki < 0
(хотя бы для одного ki была Re ki > 0), где ki — корни ха�
рактеристического уравнения системы.

Рассмотрим алгебраическое уравнение n�й степени от�
носительно k:

a0kn + a1kn – 1 + ... + an – 1k + an = 0, (124)

где a0, a1, ..., an � R, a0 > 0. Запишем для него квадратную
матрицу M n�го порядка по следующему правилу: по глав�
ной диагонали запишем коэффициенты уравнения, спра�
ва по строке от них записываем по убыванию все коэффи�
циенты с меньшими индексами, а слева по возрастанию —
все коэффициенты уравнения с большими индексами (при
этом, если i < 0 или i > n, то ai = 0). Очевидно, что M будет
иметь вид:

� �
� �
� �

	 � �
� �
� �� �

 �

1 0

3 2 1 0

5 4 3 2

0 0 ... 0

... 0
.... 0

... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 ... n

a a
a a a a
a a a a

a

M (125)

Матрицу M вида (125) называют матрицей Гурвица, со�
ответствующей уравнению (124).

Теорема 10 (критерий Гурвица). Для того чтобы все
корни ki уравнения (124) имели Re ki < 0, необходимо и
достаточно, чтобы все главные диагональные миноры:

�� � � � � � � � ��
1 0

1 0
1 1 2 3 3 2 1 1

3 2
5 4 3

0

, , , ... , n n n

a a
a a

a a a a a
a a

a a a

его матрицы Гурвица были положительны.
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Замечание 6. Очевидно, если хотя бы один главный
диагональный минор матрицы Гурвица не будет больше
нуля, то не для всех корней ki уравнения (124) будут
Re ki < 0, т. е. будут такие корни ki, для которых Re ki � 0.
Поэтому если уравнение (124) есть не что иное, как харак�
теристическое уравнение системы (123), то эта система не
будет асимптотически устойчивой по Ляпунову, и чтобы
узнать, какая она будет (устойчивая или неустойчивая по
Ляпунову), необходимо применять другие теоремы, а не
теорему 9. Значит, если хотя бы один главный диагональ�
ный минор матрицы Гурвица, соответствующей характе�
ристическому уравнению системы (123), будет равен нулю
или будет меньше нуля, то с определенностью можно ска�
зать лишь то, что эта система не является асимптотичес�
ки устойчивой по Ляпунову.

Пример 62. Исследовать на устойчивость по Ляпунову
нулевое решение x = 0 уравнения � � .dx x t

dt
Р е ш е н и е. Найдем частное решение этого линейного

однородного обыкновенного ДУ первого порядка с пере�
менными коэффициентами, удовлетворяющее произволь�
но взятому начальному условию x(t0) = x0, где x0 � R, но

x0 � 0. Это решение будет иметь вид 
�

� �
2 2

0
2

0 ,
t t

x x e  оно яв�
ляется неограниченным на [t0; +�), где t0 � 0, поэтому дан�
ное уравнение неустойчивое по Ляпунову, т. е., например,
его решение x = 0 будет неустойчивым по Ляпунову (по
теореме 8 и определению 22).

Пример 63. Исследовать на устойчивость по Ляпунову
нулевое решение x = 0, y = 0, z = 0 системы

� � ��
�� � ��
�
� � � �
��

;

2 ;

.

dx x z
dt
dy

x y
dt
dz x y z
dt

Р е ш е н и е. Характеристическое уравнение здесь име�
ет вид: k3 + k2 – 2k – 4 = 0, а матрица Гурвица — вид
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� �
� �� �� �� ��� 	

1 1 0

4 2 1 .

0 0 4

M

Не все главные диагональные миноры положительны

3 < 0, поэтому данная система не является асимптотичес�
ки устойчивой по Ляпунову. Следовательно, с определен�
ностью можно сказать, что ее нулевое решение x = 0, y = 0,
z = 0 не будет асимптотически устойчиво по Ляпунову.

Пример 64. Исследовать на устойчивость по Ляпунову

решение уравнения � �3( 1) ,dxt x
dt

 удовлетворяющее на�

чальному условию x(2) = 0.
Р е ш е н и е. Так как данное уравнение линейное, од�

нородное, то используем теорему 8, для чего найдем сна�
чала его общее решение � � �3 1,x C t  а затем частное реше�
ние x = 0, удовлетворяющее заданному начальному усло�
вию. Видим, что все решение данного ДУ неограниченные
при t � 2 (здесь t0 = 2), кроме решения x = 0. Следователь�
но, нулевое решение этого уравнения будет неустойчивым
по Ляпунову (по теореме 8 и определению 22).

Пример 65. Исследовать на устойчивость по Ляпунову
нулевое решение системы

� � ��
�
� � �
�

13 ;

1 2 .
4

dx x y
dt
dy

x y
dt

Р е ш е н и е. Так как данная система линейная, одно�
родная, с постоянными коэффициентами, то используем
теорему 9, для чего записываем характеристическое урав�

нение системы и находим его корни: � � �1, 2
1 .
2

k i  Откуда

понятно, что Re ki < 0 (i = 1, 2), следовательно, решение
x = 0, y = 0 данной системы асимптотически устойчиво по
Ляпунову (по теореме 9 и определению 22).

Пример 66. Исследовать на устойчивость по Ляпунову
нулевое решение x = 0, y = 0, z = 0 системы
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� � � � ��
�� � ��
�
� � �
��

2 ;

2 ;

3 .

dx x y z
dt
dy

x y
dt
dz y
dt

Р е ш е н и е. Так как данная система линейная, одно�
родная, с постоянными коэффициентами, то применим те�
орему 9, для чего запишем характеристическое уравнение
системы и приведем его к виду: k3 + 3k2 + 4k + 6 = 0. Це�
лых корней это уравнение не имеет (легко проверить, что
целые делители свободного члена уравнения его корнями
не являются). Применим критерий Гурвица, для чего за�
пишем матрицу Гурвица:

� �
� �� � �� �
� �

3 1 0

6 4 3 .

0 0 6

M

Легко проверить, что все ее главные диагональные
миноры положительны, поэтому характеристическое
уравнение системы ДУ имеет корни, у которых действи�
тельные части отрицательны. Итак, нулевое решение дан�
ной системы ДУ асимптотически устойчиво по Ляпунову
(по теоремам 9 и 10 и по определению 22).

8.3.8.3.8.3.8.3.8.3.
УСТУСТУСТУСТУСТОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ

НЕОНЕОНЕОНЕОНЕОДНОРОДНОРОДНОРОДНОРОДНОРОДНЫХ СИСТЕМДНЫХ СИСТЕМДНЫХ СИСТЕМДНЫХ СИСТЕМДНЫХ СИСТЕМ
ОБЫКНОВЕННЫХ ДУ ПЕРВОГОБЫКНОВЕННЫХ ДУ ПЕРВОГОБЫКНОВЕННЫХ ДУ ПЕРВОГОБЫКНОВЕННЫХ ДУ ПЕРВОГОБЫКНОВЕННЫХ ДУ ПЕРВОГО ПОРЯДКАО ПОРЯДКАО ПОРЯДКАО ПОРЯДКАО ПОРЯДКА

Рассмотрим линейную неоднородную систему

� � � � � ��
�
� � � � � ��
�
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
�
� � � � � ���

1
11 1 12 2 1 1

2
21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

( ) ( ) ... ( ) ( );

( ) ( ) ... ( ) ( );

( ) ( ) ... ( ) ( ),

n n

n n

n
n n nn n n

dx
a t x a t x a t x f t

dt
dx

a t x a t x a t x f t
dt

dx
a t x a t x a t x f t

dt

(126)
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где aij(t), fi(t) — непрерывные функции на [t0; +�), t0 � 0,
или aij = const, т. е. aij � R. Этой системе соответствует ли�
нейная однородная система

� � � � ��
�
� � � � ��
	
�
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

�
� � � � ���

1
11 1 12 2 1

2
21 1 22 2 2

1 1 2 2

( ) ( ) ... ( ) ;

( ) ( ) ... ( ) ;

( ) ( ) ... ( ) .

n n

n n

n
n n nn n

dx
a t x a t x a t x

dt
dx

a t x a t x a t x
dt

dx
a t x a t x a t x

dt

(127)

Определение 23. Линейная неоднородная система (126)
называется устойчивой, асимптотически устойчивой,
неустойчивой по Ляпунову, если все ее решения будут со�
ответственно устойчивы, асимптотически устойчивы, не�
устойчивы по Ляпунову.

Теорема 11. Для того чтобы линейная неоднородная
система (126) была устойчива, асимптотически устойчи�
ва по Ляпунову, необходимо и достаточно, чтобы была со�
ответственно устойчива, асимптотически устойчива по
Ляпунову соответствующая ей линейная однородная сис�
тема (127).

Из теоремы 11 следует, что если система (127) неустой�
чива по Ляпунову, то и система (126) будет таковой.

Пример 67. Исследовать на устойчивость по Ляпунову
решение системы

� � � � � ��
�� � � � ��
�
� � � � �
��

25 ;

2 1;

3 sin ,

dx x y z t
dt
dy

y z
dt
dz z t t
dt

удовлетворяющее начальному условию x(t0) = x0, y(t0) = y0,
z(t0) = z0, где x0, y0, z0 � R, t0 � 0.

Р е ш е н и е. Так как данная система линейная, неодно�
родная, то применим теорему 11, для чего исследуем на
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устойчивость соответствующую данной системе линейную
однородную систему ДУ:

� � � � ��
�� � � ��
�
� � �
��

5 ;

2 ;

3 .

dx x y z
dt
dy

y z
dt
dz z
dt

Поскольку она с постоянными коэффициентами, то
применим теорему 9, для чего составим характеристичес!
кое уравнение системы и найдем его корни: k1 = –3, k2 = –1,
k3 = –2. Видим, что Re ki < 0 (i = 1, 2, 3), поэтому, не нахо!
дя интересующего нас решения данной системы, можно
сказать, что оно будет устойчиво по Ляпунову (по теоре!
мам 7, 9, 11 и по определениям 22 и 23).

8.4.8.4.8.4.8.4.8.4.
УСТУСТУСТУСТУСТОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ

ОООООДНОРОДНОРОДНОРОДНОРОДНОРОДНЫХ ОБЫКНОВЕННЫХ ДУДНЫХ ОБЫКНОВЕННЫХ ДУДНЫХ ОБЫКНОВЕННЫХ ДУДНЫХ ОБЫКНОВЕННЫХ ДУДНЫХ ОБЫКНОВЕННЫХ ДУ
nnnnn�Г�Г�Г�Г�ГО ПОРЯДКА С ПОСТО ПОРЯДКА С ПОСТО ПОРЯДКА С ПОСТО ПОРЯДКА С ПОСТО ПОРЯДКА С ПОСТОЯННЫМИОЯННЫМИОЯННЫМИОЯННЫМИОЯННЫМИ

КККККОЭФФИЦИЕНТОЭФФИЦИЕНТОЭФФИЦИЕНТОЭФФИЦИЕНТОЭФФИЦИЕНТАМИАМИАМИАМИАМИ

Рассмотрим уравнение

�

��
� � � � �

1

0 1 11
... 0,

n n

n nn n

d x d x dxa a a a x
dtdt dt (128)

где a0, a1, ..., an – 1, an � R, a0 > 0.
Определение 24. Линейное однородное уравнение (128)

называется устойчивым, асимптотически устойчивым,
неустойчивым по Ляпунову, если все его решения соот!
ветственно устойчивы, асимптотически устойчивы, неус!
тойчивы по Ляпунову.

Теорема 12. Для того чтобы уравнение (128) было ус!
тойчиво, необходимо и достаточно, чтобы все корни ха!
рактеристического уравнения:

a0kn + a1kn – 1 + ... + an – 1k + an = 0,
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соответствующего уравнению (128), имели Re ki � 0, при�
чем корни ki, у которых Re ki = 0, должны быть простыми
(не кратными).

Пример 68. Исследовать на устойчивость по Ляпунову

нулевое решение x = 0 уравнения � �
2

2
0.d x x

dt
Р е ш е н и е. Так как данное уравнение линейное, од�

нородное, второго порядка, с постоянными коэффициен�
тами, то применим теорему 12, для чего запишем харак�
теристическое уравнение k2 + 1 = 0 соответствующее дан�
ному ДУ и найдем его корни k1, 2 = �i. Видим, что оба корня
простые и имеют Re ki = 0 (i = 1, 2). Следовательно, нуле�
вое решение x = 0 данного ДУ устойчиво по Ляпунову (по
теореме 12 и определению 24).

Пример 69. Исследовать на устойчивость по Ляпунову

нулевое решение x = 0 уравнения � � �
2

2
4 3 0.d x dx x

dtdt
Р е ш е н и е. Как и в предыдущем примере, записыва�

ем характеристическое уравнение k2 + 4k + 3 = 0, находим
корни k1 = –3, k2 = –1. Видим, что Re ki < 0 (i = 1, 2), сле�
довательно, нулевое решение x = 0 данного ДУ устойчиво
по Ляпунову (по теореме 12 и по определению 24).

Пример 70. Исследовать на устойчивость по Ляпунову

нулевое решение x = 0 уравнения � � � �
3 2

3 2
2 0.d x d x dx x

dtdt dt
Р е ш е н и е. Характеристическое уравнение данного

ДУ имеет вид: k3 + k2 + k + 2 = 0. Найти его корни затруд�
нительно, так как целых корней оно не имеет (целые де�
лители его свободного члена корнями не являются). Ис�
пользуем поэтому матрицу Гурвица и теорему 10. Матри�
ца Гурвица имеет вид:

� �
� �� � �� �
	 


1 1 0

2 1 1 ,

0 0 2

M

ее главные диагональные миноры не все положительны,
например,
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� �� � �� �
	 


2
1 1

0.
2 1

Значит, вопрос об устойчивости по Ляпунову нулевого
решения x = 0 данного ДУ остается открытым. Правда,
можно сказать, что оно асимптотически устойчивым по
Ляпунову не является.

Замечание 7. Конечно, применив, например, формулу
Кардано, можно довести решение задачи в примере 70 до
конца, используя теорему 12, но по причине трудоемко$
сти вычислений, эта работа здесь не проделана.

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РОЯТЕЛЬНОЙ РОЯТЕЛЬНОЙ РОЯТЕЛЬНОЙ РОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫАБОТЫАБОТЫАБОТЫАБОТЫ

ПРИМЕРЫ ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЙ
ТИПОВОГО РАСЧЕТА

Пример 71. Исходя из определения устойчивости по Ля$

пунову, выяснить, устойчиво ли решение ДУ � �2 ( 1),dx t x
dt

удовлетворяющее начальному условию x(0) = 0.
Р е ш е н и е. Интегрируя данное линейное обыкновен$

ное ДУ первого порядка с переменными коэффициента$
ми, найдем общее решение � �2 1,tx Ce  частное решение
� �2 1,tx e  удовлетворяющее данному начальному условию,

а также частное решение � �� � �2

0 1 1,tx x e  удовлетворяю$
щее другому начальному условию x(0) = x0, где x0 � R, но

x0 � 0. Полагаем � � �2

1( ) 1,tt e  � � � �2

1 0( ) ( 1) 1,tt x e  тогда

� � � � 2

1 1 0( ) ( ) .tt t x e  Очевидно, какое бы мы ни взяли
� > 0, неравенство |	1(t) – 
1(t)| < ���t > 0 не может иметь

места, так как 2

0
tx e — возрастающая функция �t > 0 и

при t  +� будет ���2

0 ,tx e  каким бы малым мы ни взя$
ли � > 0 в неравенстве |	1(t0) – 
1(t0)| < �, т. е. в неравенстве
|x0| < �. Значит, нельзя наперед заданному числу � > 0 по$
добрать такое � = �(�) > 0, чтобы выполнялись все усло$
вия из определения устойчивого по Ляпунову решения.
Итак, решение � �2 1tx e  данного ДУ, удовлетворяющее
данному начальному условию, не является устойчивым
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по Ляпунову, а потому оно будет неустойчивым по Ляпу�
нову (по определению 20).

Пример 72. Исследовать на устойчивость по Ляпунову
нулевое решение x = 0, y = 0 системы ДУ

� � ��
�
� � �
�

;

.

dx x y
dt
dy

x y
dt

Р е ш е н и е. Характеристическое уравнение этой ли�
нейной однородной системы обыкновенных ДУ первого
порядка с постоянными коэффициентами имеет корни

� � �1 22, 2.k k  Так как Re ki > 0, то данная система не�
устойчива по Ляпунову (по теореме 9 и по определению 10)
и ее нулевое решение тоже.

Пример 73. Исследовать на устойчивость по Ляпунову:
а) нулевое решение x = 0, y = 0, z = 0 системы ДУ

� � � � ��
�� � � ��
�
� � � �
��

2 2 ;

2 ;

3 ;

dx x y z
dt
dy

x y z
dt
dz x y z
dt

б) решение системы ДУ

� � � � � � ��
�� � � � � � ��
�
� � � � � � �
��

9 7 6 35cos 18sin ;

5 6 40cos 12sin ;

8 2 3cos 44sin ,

dx x y z t t
dt
dy

x y z t t
dt
dz x y z t t
dt

удовлетворяющее начальному условию x(t0) = x0, y(t0) = y0,
z(t0) = z0, где x0, y0, z0 	 R, t0 
 0.

Р е ш е н и е.
а) Характеристическое уравнение данной линейной

однородной системы обыкновенных ДУ первого поряд�
ка с постоянными коэффициентами приводится к виду
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k3 + 5k2 + 8k + 10 = 0. Оно не имеет целых корней (делите�
ли свободного члена не являются корнями этого уравне�
ния), поэтому лучше применить критерий Гурвица. Так
как в уравнении a0 = 1 > 0, a1 = 5, a2 = 8, a3 = 10, то мат�
рица Гурвица будет иметь вид:

� �
� �� � �� �
� �

5 1 0

10 8 5 .

0 0 10

M

Ее главные диагональные миноры:

� � � � � � � � �� �1 2 3 2
5 1

5 0, 0, 10 0,
10 8

значит, на основании теоремы 10 Re ki < 0 (i = 1, 2, 3), а
потому по теореме 9 данная система асимптотически ус�
тойчива по Ляпунову. Следовательно, нулевое решение
x = 0, y = 0, z = 0 ее асимптотически устойчиво по Ляпу�
нову (по теоремам 9, 10 и по определению 22).

б) Так как данная система линейная, неоднородная, то
применим теорему 11, для чего исследуем на устойчивость
соответствующую данной системе линейную однородную
систему ДУ:

� � � � ��
�� � � � ��
�
� � � � �
��

9 7 6 ;

5 6 ;

8 2 .

dx x y z
dt
dy

x y z
dt
dz x y z
dt

(129)

Поскольку она с постоянными коэффициентами, то
применим теорему 9, для чего составим характеристиче�
ское уравнение системы и найдем его корни: k1 = – 8, k2, 3 =
= 1 	 5i. Так как Re ki > 0 (i = 2, 3), то система (129) неус�
тойчива по Ляпунову (по теореме 9 и по определению 22),
а значит, и данная неоднородная система ДУ будет также
неустойчивой по Ляпунову (по теореме 11) и, следователь�
но, будет неустойчивым и ее решение, удовлетворяющее
данным начальным условиям.
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Пример 74. Исследовать на устойчивость по Ляпунову

нулевое решение x = 0 ДУ � � �
3

3
3 2 0.d x dx x

dtdt
Р е ш е н и е. Записываем характеристическое уравне�

ние k3 – 3k + 2 = 0 данного ДУ и вычисляем его корни:
k1 = 1 (находится подбором), k2 = 1, k3 = –2 (находятся как
корни квадратного трехчлена, получающегося при деле�
нии характеристического уравнения на двучлен (k – 1)).
Так как корень k = 1 имеет кратность 2 (не является про�
стым), то данное ДУ неустойчиво по Ляпунову, следова�
тельно, его нулевое решение x = 0 тоже неустойчиво по
Ляпунову (по теореме 12 и по определению 24).

ВАРИАНТЫ ТИПОВОГО РАСЧЕТА
«ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ УСТОЙЧИВОСТИ»

Задача 27. Исходя из определения устойчивости по
Ляпунову, выяснить, устойчиво ли по Ляпунову решение
данного ДУ с заданным начальным условием (табл. 28).

Задача 28. Исследовать на устойчивость по Ляпунову
нулевое решение x = 0, y = 0 данной системы ДУ (табл. 29).

Задача 29. Исследовать на устойчивость по Ляпунову
нулевое решение x = 0, y = 0, z = 0 данной системы ДУ
(табл. 30).

Задача 30. Исследовать на устойчивость по Ляпунову
нулевое решение данного ДУ (табл. 31).

� � � � � � � � 28�
�������	
�����	
�
����	
��


�������
 �����	
��
 �������
 �����	
��


�� � � �� � ��� �	
 
 
	� � �� � �� � ��� �	
 �
 
	� �

	� � �
 � ��� �	
 
 
	� � �� � � �� ��� ��� �	
 � 
 
	� �


� � � � ��� ��� �	
 � 
	� � �� � � �� � � ��� �	
 � 
	� �

�



8. Элементы теории устойчивости 189189189189189

� � � � � � � � 	 
 � � �  � ��� 28�
�������� 	���
��	�� �������� 	���
��	��

�� � � �� �� � ��� ��� � � ��� � 	� � � �� 
� � ��� ��� � � ��� �

�� � � �
� � ��� ��� � ��� � ��� � � � �� �� � ��� 
�� � � ��� �

��� � � �� � 
�� ��� ��� � � ��� � �
� � � � � � ��� ��� � ��� �

���
� � �

�

� ��� 
��
��� �

�� � ���
�

� ��� � � �� �� � ��� �� � � ��� �

�� � �� ��� ��� �� ��� � ��� � � �� �� ��� ��� � � ��� �

��� � � �� �� � ��� ��� � � ��� � �	�
� � �

�

� ��� ���
��� �

�� � ���
�

�

���
� � �

�

� 
�� ���
��� �

�� � ���
�

� 
�� � � �� � ��� ��� ��� � � ��� �


�� � � �� �� � ��� ��� � � ��� � 

� � � � � ��� ��� ��� � � ��� �


�� � � � �� ��� ��� ��� � � ��� � 
�� � � �� 
�� ��� ��� � � ��� �


� � � �� 
�� ��� ��� � ��� � 
�� � � �� ��� ��� ��� � ��� �


�� � � �
 �� ��� 
�� � ��� � 
	� � � �
 �� ��� ��� � ��� �


�� � � �

 � ��� ��� � � ��� � ��� � � � �� 
�� ��� ��� � � ��� �

�



190190190190190  Практикум и индивидуальные задания по дифференциальным уравнениям

� � � � � � � � 	
�
�������	
�����	
�
����	
��


�������
 ����	��
��
 �������
 ����	��
��


��
� � ��

� � � � ��

� �
�

� � �
� � �

� ��
� � � ��

� � � ��

� �� � �
� � �

�

��
� � � ��

� � � � ��

� �� � �
� � � � ��

� � � ��
� � � ��

� �
�

� � �
� � � �

��
� � � � �	
�
	 � � ��

�� �	
	 �

� � �

� � �
� 
�

� � ��
� � � ��

� �� � �
� � � �

	�
� ��

� � ��

� �
�

� �
� � � ��

� � ��
� � � ��

�
�

� �
� � �

��
� � ��

� � � ��

� �
� �

� � �
� � � � ��

� � ��
� � � � ��

�
�

� � �
� � � �

���
� � ��

� � � ��

� � �
�

� � �
� � � � ���

� � ��
� � � ��

� �
�

� � �
� � � �

���
� � � ��

� � � � ��

� � �
�

� � �
� � � � ���

� ��
� � � ��

�� �
� � �

���
� � ��

� � � ��

� �� � �
� � � � �
�

� � ��
� � � ��

� �
�

� � �
� � � �

�	�
� � ��

� � � � ��

�
� �

� � �
� � � � ���

� � ��
� � � ��

� � �
� �

� � �
� � � �

���
� � ��

� � � � ��

�
�

� � �
� � � � ��

� � � � �	
�
	 � � � �
�

�� ��
�� �

� � �

� � �
�

���
� � � ��

� � � � ��

� �
�

� � �
� � � � ���

� � ��
� � � ��

�
�

� �
� � � �

���
� � � ��

� � � � ��


 � �
� �

� � �
� � � � ���

� � � ��
� � � � ��

� �
� �

� � �
� � � �

���
� ��

� � � � ��

�
� �

� �
� � � � �
�

� ��
� � � � ��

�
� �

� �
� � � �

�



8. Элементы теории устойчивости 191191191191191

� � � � � � � � 	 
 � � �  � ��� ���
�������� 	�
������� �������� 	�
�������

���
� � ��

� � � � ��

� � �
�

� � �
� � �

� ���
� � ��

� � � ��

� �
	 �

� � �
� � �

�

�
�
� � ��

� � ��

� � �
�

� � �
� �

� ���
� � ��

� � � ��

� �
�

� � �
� �

�

�
� � � � � � � � 30�

�������	
�����	
�
����	
��

�������
 ����	��
��


��

� � � ��
� � � � ��
� � � � �	
� � � � ��

� � � � � � ��
� � � � � � �	

� � �
�� 	 �

� 
 � �
� � � �� �

� 
 	 � �� 
�
� 	

	 	 
 �

 	 
 �
� 	 
 �
	 	 
 � �

 	 
 � �
� 	 
 � �

�

	�

� � � ��
� � � � � ��
� � � � �	
� � � � � � ��

� � � � � � � ��
� � � � � � �	

	

	

	


 � � �
�� 	 
 � �


 � �
� 
 � 		 � ��

� 
 	 
 �	 � ��

 	 ��

	 	 
 �

 	 
 �
� 	 
 �
	 	 
 � � �

 	 
 � � �
� 	 
 � �

�


�

� � � ��
� � � � ��
� � � � �	
� � � � � ��

� � � � � � ��
� � � � � �	

	

	

	

� � � �
�� � �

� � � �
� � 	� �

� � � � 
� �
� �

�

�

�

	 	 
 �

 	 
 �
� 	 
 �
	 	 
 � 

 	 
 � 
� 	 
 � 

�

��

� � � ��
� � � � � ��
� � � � �	
� � � � � ��

� � � � � ��
� � � � � �	

�

�

�


 	 
 �
�� 	 � � �

� �
� � � �� �

� 
 
 	
 �
� 	 ��

�

�

�

	 	 
 �

 	 
 �
� 	 
 �
	 	 
 � 

 	 
 � 
� 	 
 � 

�

�



192192192192192  Практикум и индивидуальные задания по дифференциальным уравнениям

� � � � � � � � 	 
 � � �  � ��� ���
�������� 	�
�������

��

� � � ��
� � � � ��
� � � � �	
� � � � � ��

� � � � � � � ��
� � � � � � �	

� � � �
�� � � �

	 	 

	 � ����� ����� �

�� � � 	 �	���� ����� �
� � ���� 	����

� � � �
� � � �
� � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

�

��

� � � ��
� � � � � ��
� � � � �	
� � � � � ��

� � � � � � ��
� � � � � �	

 � � �
�� � � � �

 

	 �  ��� � ��� �

��  � � ��� � ��� �
� ���

� �

� �

�

� � � �
� � � �
� � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � �

�

��

� � � ��
� � � � � ��
� � � � �	
� � � � � � ��

� � � � � � ��
� � � � � � �	

 � �
�� � � �

� 	 

� �   ��

��  � 	 ��
� � � �

�

� � � �
� � � �
� � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

�

��

� � � ��
� � � � � ��
� � � � �	
� � � � � � ��

� � � � � � � � ��
� � � � � � � �	

�

�

�

 	 �
�� � � �

� 

� 	  	 �	�

�� � � � �� 	� ���
� � � � ��

� � � �
� � � �
� � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

�

��

� � � ��
� � � � � ��
� � � � �	
� � � � ��

� � � � � ��
� � � � �	





	  � �
�� � � �

� � 

	  � � �

��  �  � �
�

�

�

� � � �
� � � �
� � � �
� � � � �
� � � � �
� � � �

�

�



8. Элементы теории устойчивости 193193193193193

� � � � � � � � 	 
 � � �  � ��� ���
�������� 	�
�������

��� �

�

�

� � � ��
� � � � � ��
� � � � �	
� � � � ��

� � � � � ��
� � � � � �	

�

�

�

� � � 	

� � � � 	

� 
� � �� 	

�� � �� 	
� � ��

�

�

�

� � � �
� � � �
� � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

�

���

� � � ��
� � � � � ��
� � � � �	
� � � � � ��

� � � � � � ��
� � � � � � �	

� �

� �

� �

� � �

� �

� � � 
� � � �� ���� �� ���� 	

�� � � � � ���� � ���� 	
� � ���� �� ����

� �

� �

� �

� � � �
� � � �
� � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �

�

���

� � � ��
� � � � � ��
� � � � �	
� � � � � ��

� � � � � � ��
� � � � � � �	

� � � 	

� � � � 	

� � 
� � � ����� ����� 	

�� � � ������ ����� 	
� � ������ �����

� � � �
� � � �
� � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

�

���

� � � � ��
� � � � � ��
� � � � � �	
� � � � � � ��

� � � � � � � ��
� � � � � � �	

� � � 	

� � � � 	

� � 
� � � � ��	

�� � � � � ��	
� �� �

� � � �
� � � �
� � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

�

���

� � � ��
� � � � � ��
� � � � �	
� � � � � � ��

� � � � � � � ��
� � � � � � � �	

�

�

�

� � � 	

� � � � 	

� � 
� � �� �� ��	

�� � � � �� �� ��	
� �

� � � �
� � � �
� � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

�

�



194194194194194  Практикум и индивидуальные задания по дифференциальным уравнениям

� � � � � � � � 	 
 � � �  � ��� ���
�������� 	�
�������

���

� � � � ��
� � � � � ��
� � � � � �	
� � � � � ��

� � � � � ��
� � � � � �	

� � �
�	 � � 
 �


 
 �
� � � 
� �

	 � � � �
� 
 �

�

�

�

� � � �
� � � �
� � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

�

���

� � � ��
� � � � � ��
� � � � �	
� � � � � ��

� � � � � � ��
� � � � � �	










� � �
�	 
 
 � �


 � �
� 
 � �� �

	 � � � � �

 


�

�

�

� � � �
� � � �
� � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

�

���

� � � ��
� � � � ��
� � � � �	
� � � � � ��

� � � � � � ��
� � � � � � �	

� � �
�	 �


 � �
� � � �����
 �����
 �

	 � 
 �����
 ���
 �
� ����
 
����


� � � �
� � � �
� � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

�

���

� � � ��
� � � � ��
� � � � �	
� � � � � ��

� � � � � � ��
� � � � � � �	


 � � �
�	 � � �


 � �
� � � 
 ���� � ���� �

	 � � ���� � ���� �
� 
 
 ���� � ����

� �

� �

� �

� � � �
� � � �
� � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �

�

���

� � � ��
� � � � � ��
� � � � �	
� � � � � � ��

� � � � � � � ��
� � � � � � �	

� 
 �
�	 � � 
 �

� �
� � �� 
�

	 � � � � ���
� 
 
� 


� � � �
� � � �
� � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

�

�



8. Элементы теории устойчивости 195195195195195

� � � � � � � � 	 
 � � �  � ��� ���
�������� 	�
�������

���

� � � ��
� � � � ��
� � � � �	
� � � � � ��

� � � � � � ��
� � � � � � �	

� � � �
�	 
 � �

� � 
� � �� ���

�	 
 � � �� ��
� �� �

� � � �
� � � �
� � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

�

���

� � � ��
� � � � ��
� � � � �	
� � � � ��

� � � � � ��
� � � � � �	

� � � �
�	 � � � �

� � 
� � �� �

�	 
 � �� �
� � �

�

�

�

� � � �
� � � �
� � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

�

���

� � � ��
� � � � ��
� � � � �	
� � � � ��

� � � � � � ��
� � � � � �	

�

�

�

� 
 �
�	 
 � � �

� � 
� 
 � �

�	 � � 
 
 �
� � �

�

�

�

� � � �
� � � �
� � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

�

�
�

� � � � ��
� � � � � ��
� � � � �	
� � � � � ��

� � � � � � ��
� � � � � � �	


 � 
 �
�	 
 � � �

� 
� ������ ������ �

�	 
 
 ����� ����� �
� 
���� �����

� � � �
� � � �
� � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

�

���

� � � ��
� � � � ��
� � � � �	
� � � � � ��

� � � � � � ��
� � � � � � �	

� � � �
�	 
 
 � �

� � 
� � ��� ���� �

�	 
 � � ���� ����� �
� 
��� �����

� � � �
� � � �
� � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

�

�



196196196196196  Практикум и индивидуальные задания по дифференциальным уравнениям

� � � � � � � � 	 
 � � �  � ��� ���
�������� 	�
�������

���

� � � � ��
� � � � ��
� � � � �	
� � � � � � ��

� � � � � � � � ��
� � � � � � � �	

�

�

�

� � � �
�� � 	 � �


 � �
� �  �
 ��

�� 	 � 	 �� �� ���
� � �� � �

� � � �
� � � �
� � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

�

�	�

� � � ��
� � � � ��
� � � � �	
� � � � � ��

� � � � � � ��
� � � � � � �	

� � � �
�� � � �

�  �
 �  �	 ��

�� � � � ���
� � �

� � � �
� � � �
� � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

�

���

� � � ��
� � � � ��
� � � � �	
� � � � ��

� � � � � � ��
� � � � � �	

�

�

�

� � � �
�� �

� �  �
� � 	 �

�� 	 � � � �
� �

�

�

�

� � � �
� � � �
� � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

�

���

� � � ��
� � � � ��
� � � � �	
� � � � ��

� � � � � ��
� � � � � �	

� 	 � �
�� � 	 �

� � �
 � � �� �

�� �  �	 �
� � �

�

�

�

� � � �
� � � �
� � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

�

�
�

� � � � ��
� � � � ��
� � � � � �	
� � � � � ��

� � � � � � � ��
� � � � � � �	

� 	 �
�� 	 � �


 � �
� � � ���� ��� �

�� 	 � � ���� ���� �
� � ���� ���

� � � �
� � � �
� � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

�

�



8. Элементы теории устойчивости 197197197197197

� � � � � � � � 	 
 � � �  � ��� ���
�������� 	�
�������

���

� � � ��
� � � � ��
� � � � �	
� � � � � ��

� � � � � � ��
� � � � � � �	

� � � �
�	 � 
 � �

� � �
�   
���� ����� �

�	 � � � ����� ����� �
 ���� �����

� � � �
� � � �
� � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

�

�
� � � � � � � � 	
�

�������	
�����	
�
����	
��

�������
 ����	��
��


�� ������������������	�

�� �
����������������������������	�

�� ������������������������	�

�� �
����������������������������	�

�� �
����������������������������	�

�� ���������������������	����	�

� �
���������������������������	����	�

�� �
��������������������������	����	�

�� �
����������������������������	����	�

�	� ��������
�������������������������������	�

��� ������
�����������������������������	����	�

��� �������������������������	�

��� �
���������������	�

��� �
�����������������	�

��� �
���������	�

��� �
��������������	�
�



198198198198198  Практикум и индивидуальные задания по дифференциальным уравнениям

� � � � � � � � 	 
 � � �  � ������
�������� 	�
�������

��� ����������	��
������

��� ���	�������	��
�������

�� �����
����	����������

��� ����������	��������������	�����������	�������

��� ����	�����	���������

��� ��������������

��� ��������������

��� ����	������	���������

��� �����������	�������������

�
� �����������	����������

��� ���������������������

��� ����������	���������

�� ����������������	��������

��� ����������������	���������
�



ЗАДАЗАДАЗАДАЗАДАЗАДАЧИ ДЛЯЧИ ДЛЯЧИ ДЛЯЧИ ДЛЯЧИ ДЛЯ
САМОКСАМОКСАМОКСАМОКСАМОКОНТРОЛЯОНТРОЛЯОНТРОЛЯОНТРОЛЯОНТРОЛЯ

1. Найти общее решение дифференциального уравне�
ния с разделяющимися переменными.

а) (1 + y2)dx – (1 + x2)ydy = 0;
б) xyy� + x2 – 1 = 0;
в) sec2xtgydx + sec2ytgxdy = 0;

г)
+=′ 1 2 ;xyy
y

д) = 2 ;dx y x
dy

е) y� = cosx.
2. Найти частное решение дифференциального урав�

нения с разделяющимися переменными, удовлетворяю�
щее данному начальному условию.

а) (1 + y2)dx = xydy, y(2) = 1;
б) (x + 2)dy + (y – 1)dx = 0, y(1) = 2;

в) ( ) ( )π= − =′ 2 1 ctg , 5;
6

y y x y

г) + + + = = −′2 21 1 0, (0) 2;x y y x y y

д) + = =0, (1) 3;xdx ydy y
е) ydx + xdy = 0, y(2) = –3.
3. Найти решение задачи Коши однородного диффе�

ренциального уравнения.
а) (x2 + y2)dx + yxdy = 0, y(0) = 1;
б) (y2 – 3x2)dx + 2xydy = 0, y(0) = 0;

в) ( )− = =′ arctg , (1) 0;
y

xy y x y
x
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г)
− −= = −′
+ −

2 2

2 2

2
, (1) 1;

2
y xy x

y y
y xy x

д) xy� = y(lny – lnx), y(1) = 1;

е) = + =′ 2 , (1) 0.xy y xy y
4. Найти частное решение линейного дифференциаль�

ного уравнения, удовлетворяющее данным начальным ус�
ловиям.

а) y� – ytgx = sec x, y(0) = 0;
б) xy� + y – ex = 0, y(x0) = y0;

в) − = =′
+

, (1) 0;
1

y
xy x y

x

г) ( ) ( ) π+ = + − = −2 2 21 , (1) ;
4

y y dx x xy y dy x

д) ++ = =′ 1, (1) 0;
y xy y
x x

е) y� + y = 4e3x, y(0) = 1.
5. Найти общий интеграл дифференциального уравне�

ния Бернулли.
а) y� + xy = x3y3;

б) + =′ 2 ln ;
y

y y x
x

в) xy� – y = x3y2;

г) − =′ 24 ;xy y x y
д) y� + 2y = 2x3y3;

е) + = 2 ln
dy

x y y x
dx

.

6. Найти общее решение дифференциального урав�
нения.

а) y� = cosx + e–x;

б) =′′ 1 ;y
x

в) =′′
+ 2

1 ;
1

y
x

г) = +′′′ 2 1;
x

y e

д) =′′′ cos4 ;y x
е) y� = 2sinx � cos2x.
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7. Найти общий интеграл дифференциального урав�
нения.

а)
′=′′

+
;

1
y

y
x

б)
′=′′ ;

ln
y

y
x x

в)
′= +′′ ;xy

y xe
x

г) (1 – x2)y� – xy� = 2;
д) y� + y�tgx = sin2x;
е) yy� = (y�)2.
8. Найти частное решение дифференциального урав�

нения с разделяющимися переменными, удовлетворяю�
щее данным начальным условиям.

а) = = =′′ ′
2

ln , (1) 3, (1) 1;xy y y
x

б) y� = 6x + sinx, y(0) = 2, y�(0) = 3;

в) = = = = =′ ′′ ′′′IV 2 1 1cos , (0) , (0) 0, (0) , (0) 0;
32 8

y x y y y y

г) −= = = =′′′ ′ ′′, (0) 0, (0) 2, (0) 2;xy xe y y y

д)
′− = − = = −′′ ′

−
( 1), (2) 1, (2) 1;

1
y

y x x y y
x

е) (x2 + 1)y� = 2xy�, y(0) = 1, y�(0) = 3.
9. По условию задачи составить дифференциальное

уравнение и решить его.
а) За какое время тело, нагретое до 150�, охладится до

30� в комнате с температурой 15�, если до 90� оно охладит�
ся за 15 мин (по закону Ньютона скорость охлаждения тела
в воздухе пропорциональна разности температур тела и
воздуха).

б) Найти уравнение кривой, проходящей через точку
(1; 2) и обладающей тем свойством, что угловой коэффи�
циент касательной в любой точке кривой втрое больше
углового коэффициента радиус�вектора этой точки.

в) Скорость распада радия пропорциональна его коли�
честву X. Найти зависимость X от времени t, если извест�
но, что по истечении 1700 лет остается половина первона�
чального количества радия. Принять первоначальное ко�
личество радия X0 = 4.
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г) Моторная лодка движется в спокойной воде со ско�
ростью 4 м/с. На полном ходу мотор был выключен. Най�
ти закон изменения скорости после выключения мотора,
если считать, что сопротивление воды пропорционально
скорости движения лодки.

д) Найти кривую, для которой угловой коэффициент
касательной в какой�либо точке в 7 раз больше углового
коэффициента прямой, соединяющей ту же точку с нача�
лом координат.

е) Найти кривую, проходящую через точку (2; –1) и
обладающую тем свойством, что отрезок, который каса�
тельная в любой точке отсекает от оси ординат, равен кубу
абсциссы точки касания.

10. Найти общее решение линейного однородного диф�
ференциального уравнения с постоянными коэффициен�
тами.

а) 6y� – 5y� + y = 0;
б) 2y� – y� = 0;
в) 16y� – 24y� + 9y = 0;
г) 36y� – 36y� + 13y = 0;
д) 56y� – 65y� + 14y = 0;
е) 7y� – 2y� = 0.
11. Найти решение задачи Коши линейного однород�

ного дифференциального уравнения с постоянными коэф�
фициентами.

а) y� – 3y� + 2y = 0, y(0) = –1, y�(0) = 0;
б) y� – 4y� + 3y = 0, y(0) = –1, y�(0) = 1;
в) y� – 5y� + 6y = 0, y(0) = 0, y�(0) = 1;
г) y� – 7y� + 10y = 0, y(0) = –1, y�(0) = 0;
д) y� – 7y� + 12y = 0, y(0) = –1, y�(0) = 1;
е) y� – 8y� + 15y = 0, y(0) = 0, y�(0) = 1.
12. Решить задачу Коши линейного неоднородного

дифференциального уравнения с постоянными коэффи�
циентами.

а) y� – 4y� = –40x + 2, y(0) = –1, y�(0) = 1;
б) y� – 2y� – 3y = e2x(–9x2 – 12x + 31), y(0) = 1, y�(0) = –1;
в) y� – 8y� + 15y = e5x(24x + 18), y(0) = 0, y�(0) = 0;
г) y� – 6y� + 9y = e3x(60x2 + 54x – 10), y(0) = 1, y�(0) = 1;
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д)  y�� –  y�� = (–9x2  + 20x  –  5)cos(2x)  + (–3x2  – 36x  +
+ 39)sin(2x), y(0) = 0, y�(0) = 0;

е) y� – 7y� = (28x + 32)cos(7x) + (–56x + 72)sin(7x), y(0) =
= 0, y�(0) = 0.

13. Найти общее решение системы линейных однород�
ных ДУ первого порядка с постоянными коэффициентами.

а)

⎧ = − +⎪
⎨
⎪ = −
⎩

7 2 ;

3 2 ;

dx x y
dt
dy

x y
dt

б)

⎧ = − −⎪
⎨
⎪ =
⎩

2 13 ;

2 ;

dx x y
dt
dy

x
dt

в)

⎧ = +⎪
⎨
⎪ = − −
⎩

2 5 ;

5 8 ;

dx x y
dt
dy

x y
dt

г)

⎧ = +⎪
⎨
⎪ = − +
⎩

3 3 ;

3 9 ;

dx x y
dt
dy

x y
dt

д)

⎧ = +⎪
⎨
⎪ = − +
⎩

3 5 ;

9 ;

dx x y
dt
dy

x y
dt

е)
3 13 ;

9 .

dx x y
dt
dy

x y
dt

� � ��
	
� � 

�

14. Решить задачу Коши для данной системы ДУ.

а)

⎧ = − +⎪
⎨
⎪ = −
⎩

= = −

5 3 ;

3 ;

(0) 7, (0) 1;

dx x y
dt
dy

x y
dt

x y
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б)

⎧ = − −⎪
⎨
⎪ = +
⎩

= =

5 ;

3 ;

(0) 1, (0) 6;

dx x y
dt
dy

x y
dt

x y

в)

⎧ = −⎪
⎨
⎪ = +
⎩

= =

5 ;

5 3 ;

(0) 4, (0) 2;

dx x y
dt
dy

x y
dt

x y

г)

⎧ = +⎪
⎨
⎪ = +
⎩

= = −

5 5 ;

7 3 ;

(0) 3, (0) 1;

dx x y
dt
dy

x y
dt

x y

д)

⎧ = +⎪
⎨
⎪ = +
⎩

= = −

4 14 ;

2 7 ;

(0) 1, (0) 2;

dx x y
dt
dy

x y
dt

x y

е)

⎧ = +⎪
⎨
⎪ = +
⎩

= =

4 2 ;

2 7 ;

(0) 2, (0) 1.

dx x y
dt
dy

x y
dt

x y

15. Найти общее решение системы линейных неодно�
родных ДУ первого порядка с постоянными коэффициен�
тами.

а)

⎧ = − + + − −⎪
⎨
⎪ = − − + +
⎩

8 2 8 8;

2 2 2;

t

t

dx x y e t
dt
dy

x y e t
dt
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б)

⎧ = − + +⎪
⎨
⎪ = + − +
⎩

3 8 18 27;

2 3 13 3;

dx x y t
dt
dy

x y t
dt

в)

⎧ = − −⎪
⎨
⎪ = + −
⎩

3

3

4 4 ;

2 4 ;

t

t

dx x y e
dt
dy

x y e
dt

г)

⎧ = − + −⎪
⎨
⎪ = + − −
⎩

3 4 6 1;

5 11 43 2;

dx x y t
dt
dy

x y t
dt

д)

⎧ = + − +⎪
⎨
⎪ = + − +
⎩

3 11 3cos 10sin ;

3 11 4cos 11sin ;

dx x y t t
dt
dy

x y t t
dt

е)

⎧ = − +⎪
⎨
⎪ = + −
⎩

3 4 10 ;

4 11 34 .

t

t

dx x y e
dt
dy

x y e
dt

16. Найти общее решение системы линейных однород�
ных ДУ первого порядка с постоянными коэффициента�
ми.

а)

= − +′⎧
⎪ = − − +′⎨
⎪ = − + −′⎩

2 7 4 ;

5 5 3 ;

7 3 ;

x x y z

y x y z
z x y z

б)

= + +′⎧
⎪ = − − −′⎨
⎪ = − −′⎩

2 8 3 ;

2 5 ;

2 9 3 ;

x x y z

y y y z
z x y z

в)

= − −′⎧
⎪ = − +′⎨
⎪ = − + −′⎩

2 9 9 ;

4 5 3 ;

4 4 3 ;

x x y z

y x y z
z x y z
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г)

= − +′⎧
⎪ = − − −′⎨
⎪ = + +′⎩

6 ;

3 8 ;

3 3 5 ;

x x y z

y x y z
z x y z

д)

= + −′⎧
⎪ = − − +′⎨
⎪ = − − +′⎩

2 3 ;

3 4 ;

9 4 ;

x x y z

y x y z
z x y z

е)

= − −′⎧
⎪ = − + +′⎨
⎪ = + −′⎩

5 8 4 ;

2 4 ;

8 8 3 .

x x y z

y x y z
z x y z

17. Найти общее решение системы линейных неодно�
родных ДУ первого порядка с постоянными коэффициен�
тами.

а)

= + +′⎧
⎪ = − − − −′⎨
⎪ = − − −′⎩

2 2 ;

6 5 8 4 ;

3 3 6 ;

t

t

x x y z

y x y z e

z x y z e

б)

= + − − −′⎧
⎪ = − − + + −′⎨
⎪ = − − − + −′⎩

2 2 5cos sin ;

9 5 5 22cos 6sin ;

9 2 3 20cos 2sin ;

x x y z t t

y x y z t t
z x y z t t

в)

= − − + − +⎧ ′
⎪ = − − − + + +′⎨
⎪ = + − + − +′⎩

2

2

2

2 3 3;

6 5 3 3 17 8;

7 2 3 3 14 14;

x x y z t t

y x y z t t

z x y z t t

г)

= − − +⎧ ′
⎪ = − − + +′⎨
⎪ = + + −′⎩

2 3 ;

7 2 13 ;

3 2 5 3 ;

t

t

t

x x y z e

y x y z e

z x y z e

д)

= + − − +′⎧
⎪ = − − − + +′⎨
⎪ = − + − −′⎩

2 7 cos 7sin ;

9 4 9 17cos 5sin ;

7 4 12sin 4cos ;

x x y z t t

y x y z t t
z x y z t t

е)

= − − + −′⎧
⎪ = − + + − +′⎨
⎪ = + − − −′⎩

5 4 9 26 3;

9 8 14 9;

9 4 3 6 5.

x x y z t

y x y z t
z x y z t
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18. Исходя из определения устойчивости по Ляпуно�
ву, выяснить, устойчиво ли решение данного ДУ с задан�
ными начальными условиями.

а) = =23 , (0) 2;dx t x x
dt

б) = =6 , (0) 1;dx tx x
dt

в) = − + =2 ( 1), (0) 3;dx t x x
dt

г) = − + =2( 1)( 3), (0) 0;dx x t x
dt

д) = =25 , (0) 2;dx t x
dt

е) = + =2 ( 9), (0) 0.dx t x x
dt

19. Исследовать на устойчивость по Ляпунову нулевое
решение x = 0, y = 0 данной системы ДУ.

а)
= − −′⎧

⎨ = − +′⎩
4 2 ;

4 3 ;

x x y

y x y

б)
= +′⎧

⎨ = +′⎩
2 2 ;

3 ;

x x y

y x y

в)
= −′⎧

⎨ = −′⎩
4 5 ;

5 6 ;

x x y

y x y

г)
= −′⎧

⎨ = −′⎩
4 17 ;

2 6 ;

x x y

y x y

д)
= −′⎧

⎨ = −′⎩
4 4 ;

4 6 ;

x x y

y x y

е)
= −′⎧

⎨ = +′⎩
6 4 ;

2 .

x x y

y x y

20. Исследовать на устойчивость по Ляпунову нулевое
решение x = 0, y = 0, z = 0 данной системы ДУ.

а)
= + −′⎧

⎪ = − −′⎨
⎪ = − − −′⎩

2 9 3 ;

5 7 ;

7 3 ;

x x y z

y x y z
z x y z
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б)

= − + − −⎧ ′
⎪ = − − − − +′⎨
⎪ = − − − +′⎩

2 5 4 cos2 21 sin2 ;

4 5 5 2 cos2 18 sin2 ;

4 3 3 3 cos2 24 sin2 ;

t t

t t

t t

x x y z e t e t

y x y z e t e t

z x y z e t e t

в)

= + +′⎧
⎪ = − + −′⎨
⎪ = − − −′⎩

5 8 4 ;

3 6 ;

8 7 3 ;

x x y z

y x y z
z x y z

г)

= + −′⎧
⎪ = − +′⎨
⎪ = − − +′⎩

2 4 3 ;

7 4 8 ;

8 8 4 ;

x x y z

y x y z
z x y z

д)

= − +′⎧
⎪ = − − +′⎨
⎪ = − + +′⎩

2 2 ;

9 9 ;

2 3 5 ;

x x y z

y x y z
z x y z

е)

= + − − +′⎧
⎪ = − + + + −′⎨
⎪ = + − − +′⎩

5 3 2 31 21;

4 4 13;

5 2 3 24 21.

x x y z t

y x y z t
z x y z t

21. Исследовать на устойчивость по Ляпунову нулевое
решение данного ДУ.

а) yIV – 3y� + 2y = 0;
б) + + + + =′′′ ′′ ′IV 10 35 50 24 0;y y y y y
в) + + =′′′ ′′ ′11 28 0;y y y
г) yIV – 8y� + 16y = 0;
д) + + + =′′′ ′′ ′IV 3 3 0;y y y y
е) + + + + =′′′ ′′ ′IV 14 61 84 36 0.y y y y y



ОТВЕТЫ К ЗАДАОТВЕТЫ К ЗАДАОТВЕТЫ К ЗАДАОТВЕТЫ К ЗАДАОТВЕТЫ К ЗАДАЧАМЧАМЧАМЧАМЧАМ
ДЛЯ САМОКДЛЯ САМОКДЛЯ САМОКДЛЯ САМОКДЛЯ САМОКОНТРОЛЯОНТРОЛЯОНТРОЛЯОНТРОЛЯОНТРОЛЯ

1. а) 2arctg ln 1 ;x C y� �  б) x2 + y2 = lnCx2; в) tgy = Cctgx;

г) 3 23 3 ;y x x C� � �  д) � �221 ;
4

x y C� �  е) y = sinx + C. 2. а)
2

1;
2

xy � �

б) (x + 2)(y – 1) = 3; в) 2 118sin ;
2

y x� �  г) 2 21 1 1 5;x y� � � � �

д) x2 + y2 = 4; е) xy = –6. 3. а) x2(x2 + 2y2) = 1; б) y = ±x; в) 2 2x y� �
arctg

;
y y
x xe�  г) y = –x; д) ln 1;

y x
x
� � �  е) y = xln2x. 4. а) ;

cos
xy

x
�

б)
0

0 0 ;
xxe x y e

y
x

� ��  в) � �1 ln ;
1

xy x x
x

� � �
�  г) x = –y arctg y; д) y �

31 ;
2 2
x

x
� � �  е) y = e3x + e–x. 5. а) � �22 2 1 1;xy x C e� � � �  б) � �2

2 ;
ln

y
x x C

��
�

в) 4
4 ;

4
xy

C x
�

�
 г) 4 21 ln ;

4
y x Cx�  д) � �22 2 2 1 1;

2
xy Ce x� � �  е) 1 .

ln 1
y

x Cx
�

� �
6. а) y = –cosx + e–x + C1x + C2; б) y = x lnx – x + C1x + C2; в) y �

� �2

1 2
ln 1arctg ;

2
xx x C x C�� � � �  г)

23
12

2 38 ;
6 2

x C xxy e C x C� � � � �  д) y �
2

1
2 3

sin4 ;
64 2

C xx C x C� � � � �  е)
3

1 2
2sin 2sin .

3 9
x xy C x C� � � � �  7. а) y �

� �2

1 2;
2

xC x C� � �  б) y = C1x(ln x – 1) + C2; в) y = ex(x – 1) + C1x2 + C2;

г) y = arcsin2x + C1arcsin x + C2; д) 2 1
1sin sin2 ;
2

y C C x x x� � � �

е) 1
2 .C xy C e�  8. а) 21ln ln 2 1;

2
y x x x� � � � �  б) y = x3 – sin x + 4x + 2;

в) 4 21 1 1 cos2 ;
48 8 32

y x x x�� � �  г) 23( 3) 3;
2

xy x e x�� � � � � �  д) 41 (3
24

y x� �

3 24 36 72 8);x x x� � � �  е) y = x3 + 3x + 1. 9. а) Примерно за 56 минут;
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б) y = 2x3; в)
1ln

1700 2( ) 4 ;
t

X t e
�

�  г) ( ) 4 ;
k t
mV t e

� �
�  д) y = Cx7; е) �1 3

2
y x� � �

�3x� . 10. а) 32
1 2 ;

xx

y C e C e� �  б) 2
1 2;

x

y C e C� �  в)
3 3
4 4

1 2 ;
x x

y C xe C e� �  г) y �

� � � �� �2
1 2cos sin ;

3 3

x x xe C C� �  д)
7 2
8 7

1 2 ;
x x

y C e C e� �  е)
2
7

1 2.
x

y C e C� �  11. а) y =

= e2x – 2ex;  б) y = e3x – 2ex;  в) y = e3x – e2x;  г) 5 22 5 ;
3 3

x xy e e� �

д) y = 4e4x – 5e3x; е) 5 31 1 .
2 2

x xy e e� �  12. а) 4 21 35 2 ;
4 4

xy e x x� � � � �

б) � �3 2 21 15 3 8 3 ;
4 4

x x xy e e e x x�� � � � �  в) � �3 5 23 36 3 ;
2 2

x xy e e x x� � � �

г) y = e3x(5x4 + 9x3 – 5x2 – 2x + 1); д) � 2203 61 3 43
25 4 2 10

xy e x x� � � � �

� � �2713 3 31 191cos(2 ) sin(2 );
100 2 10 100

x x x x� � � � � �  е) �748 68 20
49 49 49

xy e� � � �

� � �6 2 6cos(7 ) sin(7 ).
7 7 7
x xx x� � �  13. а)

8
1 2

8
1 2

;

134 ;
2

t t

t t

x C e C e

y C e C e

� � ��
�

� ���

 
б)

� �

� � � �� �
1 2

1 2 2 1

cos5 sin5 ;

1 5 cos5 5 sin5 ;
13

t

t

x e C t C t

y e C C t C C t

�

�

� � ��
	

� � � � ��


в) � �
3 3

1 2

3 3
2 1 2

;

1 ;
5

t t

t t

x C e C te

y C C e C te

� �

� �

� � ��
	

� � ��
  
г) � �

6 6
1 2

6 6
1 2 2

;

1 ;
3

t t

t t

x C e C te

y C C e C te

� � ��
�

� � ��	

д)

8 4
1 2

8 4
1 2

;

1 ;
5

t t

t t

x C e C e

y C e C e

� � ��
�

� ���

е)
� �

� � � �� �
6

1 2

6
1 2 2 1

cos2 sin2 ;

3 2 3 2cos2 sin2 .
13 13 13 13

t

t

x e C t C t

y e t C C t C C

� � �
�
�

� 	 	 � 	 ��


14. а)
2 6

2 6

6 ;

2 ;

t t

t t

x e e

y e e

� �

� �

� � �
�

� ��  
б)

4 4

4 4

5 ;

6 5 ;

t t

t t

x e te

y e te

� � �
�

� ��
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в)
� �
� �

4

4

4cos2 sin2 ;

2cos2 9sin2 ;

t

t

x e t t

y e t t

� � ��
�

� ��	  
г)

� �
� �

4

4

3cos2 sin2 ;

cos2 sin2 ;

t

t

x e t t

y e t t

� � ��
�

� � ��	

д)

7

7

31 24 ;
7 7
36 62;
49 49

t

t

x e

y e

� � ��
�
� � � �
�  

е)

8 3

8 3

4 6 ;
5 5
8 3 .
5 5

t t

t t

x e e

y e e

� � ��
�
� � �
�

15. а)

3 5
1 2

3 5
1 2

;

1 1 1;
2 2

t t t

t t

x C e C e e

y C e C e t

�

�

� � � ��
�

� � � ���

б)
� �

3
2 1

3
1 2

1 1cos4 sin4 3 2;
2 2

cos4 sin4 2 3;

t

t

x e C t C t t

y e C t C t t

� � �� � 	 	 	
 ��  ��
� � 	 	 ��

в)
� �
3 3

1 2

3 3 3
1 2 2

;

4 ;

t t

t t t

x C e C te

y e C C C te e

� � ��
� � 	 � 	�


г)
� �

� � � �� �
7

1 2

7
1 2 1 2

cos2 sin2 2 1;

1 1cos2 sin2 3 ;
2 2

t

t

x e C t C t t

y e t C C t C C t

� � � � �
�
�

� 	 	 � 	 ��


д)

14
1 2

14
1 2

cos ;

3 sin ;
11

t

t

x C C e t

y C C e t

� � � ��
�

� � � ���  
е)

� �

� �
7

1 2

7
1 2 2

;

1 3 .
4

t t

t t

x C C t e e

y C C t C e e

� � � ��
�

� 	 � � ��


16. а)

� � � �� �
� � � �� �
� � � �� �

4 5
1 2 3 2 3

4 5
1 2 3 2 3

4 5
1 2 3 3 2

15 9 7 cos2 7 9 sin2 ;

14 19 9 cos2 9 19 sin2 ;

17 21 cos2 21 sin2 ;

t t

t t

t t

x C e e C C t C C t

y C e e C C t C C t

z C e e C C t C C t

�

�

�

� � � � � �
�� � � � � � �	
� � � � � � ��


б)

� �

� �

2 4
1 2 3

2 4
1 2

2 4
1 2 2 3

13 ;

16 ;
5

116 2 2 ;
5

t t

t t

t t

x C e e C t C

y C e C e

z C e e C t C C

�

�

�

� � � �
�
� � � �	
�
� � � � ��
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в)

7 2 3
1 2 3

7 2 3
1 2 3

7 2 3
1 2 3

9 9 9 ;

35 8 3 ;

40 4 4 ;

t t t

t t t

t t t

x C e C e C e

y C e C e C e

z C e C e C e

�

�

�

� � � � �
� � � � ��
� � � ��

   
г)

2 4
1 2 3

2 4
1 2 3

4
1 3

8 19 ;

2 21 ;

3 6 ;

t t t

t t t

t t

x C e C e C e

y C e C e C e

z C e C e

�

�

�

� � � � �
� � � ��
� � ��

д) � �
� �

8 3 3
1 2 3

8 3 3
1 3 2 3

8 3 3
1 2 3 3

7 ;

53 2 2 ;
2

115 ;
2

t t t

t t t

t t t

x C e C e C te

y C e C C e C te

z C e C C e C te

� �

� �

� �

� � � � �
�
� � � � �	
�
� � � ��




е)

� �

� � � �� �
� � � �� �

5
2 3

5 7
2 3 2 3 1

5 7
2 3 2 3 1

cos4 sin4 ;

1 1 1 1cos4 sin4 ;
4 4 4 4

1 1 1 1cos4 sin4 2 .
2 2 2 2

t

t t

t t

x e C t C t

y e t C C t C C C e

z e t C C t C C C e

�

�

� � �
�
� � � � � � �	
�
� � � � � �



17.
а)

7 2
1 3

7 2
1 2 3

7 2
1 2 3

2 ;

5 2 2 4 ;

2 ;

t t t

t t t t

t t t t

x C e C e e

y C e C e C e e

z C e C e C e e

�

� �

� �

� � � �
� � � � � ��
� � � � � ��

б)
� �
� �

� �

2 4
1 2 2 3

2 4
1 2 2 3

2 4
1 2 3

5 2cos ;
3

2 4 5 8 sin cos ;

;

t t

t t

t t

x C e C t C C e t

y C e C t C C e t t

z C e C t C e

�

�

�

� � � � � � ���
	 � � � � � � �
�
� � ��


в)

� �
� �
� � � �� �

4 5
1 2 3

4 5
1 2 3

4 5 2
1 2 3 2 3

23 cos3 sin3 2 ;

21 3 cos3 3 sin3 1;

17 2 3 cos3 3 2 sin3 4;

t t

t t

t t

x C e e C t C t t

y C e e C t C t t

z C e e C C t C C t t

�

�

�

� � � � �
�

� � � � � �	
� � � � � � � � �


г)

4 4 5
1 2 3

4 4 5
1 2 3

4 4 5
1 2 3

9 2 ;

3 13 3 2 ;

2 ;

t t t t

t t t t

t t t t

x C e C e C e e

y C e C e C e e

z C e C e C e e

�

�

�

� � � � �
�

� � � ��
� � � � � ��

д)

� �

� �

4 3
1 2 3

4 3
1 2

4 3
1 2 3 2

cos ;

9 sin ;
70

1 cos sin ;
10

t t

t t

t t

x C e e C t C t

y C e C e t

z C e e C t C C t t

�

�

�

� � � � �
�
� � � � �	
�
� � � � � � � ��
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е)

� �

� � � �� �
� � � �� �

5
1 2 3

5
1 2 3 2 3

5
1 2 3 2 3

68 cos3 sin3 2 1;

6 3 3 681 cos3 sin3 ;
5 5 5 5

6 3 3 636 cos3 sin3 4 .
5 5 5 5

t t

t t

t t

x C e e C t C t t

y C e e t C C t C C

z C e e t C C t C C t

�

�

�

� � � � � �
�
� � � � � � � � �	
�
� � � � � � �



18. а) Неустойчиво; б) неустойчиво; в) устойчиво; г) неустой�
чиво; д) неустойчиво; е) неустойчиво. 19. а) Неустойчиво; б) не�
устойчиво; в) неустойчиво; г) устойчиво; д) устойчиво; е) неустой�
чиво. 20. а) Неустойчиво; б) неустойчиво; в) неустойчиво; г) не�
устойчиво; д) неустойчиво; е) неустойчиво. 21. а) Неустойчиво;
б) устойчиво; в) устойчиво; г) неустойчиво; д) устойчиво; е) ус�
тойчиво.
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� � � � � � � � 	 
 � � �  � �������

���� = +
+∫ 2 2

1 arctgdx x C
a aa x

� ���� = − +∫ 2
dx cthx C

sh x
�

���� = +
−∫ 2 2

arcsindx x C
aa x

� �	�� = +∫ 2
dx thx C

ch x
�

���� = + ± λ +
± λ∫ 2

2
lndx x x C

x
� �
�� = − +∫ tg ln cosxdx x C �

����
�� �
��

�

� 2 2
1 ln ,

2

( 0)

dx x a C
a x ax a

a
� ���� = +∫ctg ln sinxdx x C �

���� = +∫shxdx chx C � ���� = +∫ ln tg
sin 2
dx x C

x
�

��� = +∫chxdx shx C � ���� π⎛ ⎞= + +⎝ ⎠∫ ln tg
cos 2 4
dx x C

x
�

�
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